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Introduction

L’informatique est en passe de devenir une discipline obligatoire au gymnase. Beaucoup de besoins
nouveaux vont naitre de ce changement parmi lesquels il y aura la nécessité¢ d’avoir des manuels
scolaires a disposition. Le plus simple dans ce cas - et le moins cofliteux en ressources - est de partir
d’un manuel existant et de I’adapter aux besoins du public cible qui nous intéresse. Dans le cadre
de ce travail, il a été décidé de partir de 1’ouvrage d’André Schiper intitulé¢ : « Découvrir le
numérique : une introduction a I’informatique et aux systétmes de communication ». La
problématique qui apparait est que cet ouvrage a été congu pour les éléves de 1¢ére année de ’EPFL,
qui ont un niveau dans cette discipline plus élevé que les éléves de 1¢ére année d’école de maturité.
Ceci se refléte notamment dans le chapitre n°6 portant sur la compression de données ou plusieurs
notions mathématiques d’un niveau avancé empéchent la bonne compréhension d’un éléve de 1°°
année d’école de maturité. Plusieurs questions se posent alors : Comment présenter la compression
de données a ces ¢leves ? Comment contourner les difficultés mathématiques ? Quels sont les
¢léments a maintenir, a supprimer ? Quels sont ceux dont une reformulation est indispensable ?
Quelles notions sont a ajouter ? C’est en travaillant sur le 6éme chapitre de cet ouvrage, que nous

avons tenté de répondre a ces différentes interrogations.



1 Problématique

Le 27 octobre 2017 marque un tournant dans 1I’apprentissage de I’informatique en Suisse en école
de maturité. En effet, lors de son assemblée pléniére annuelle, la Conférence suisse des Directeurs
cantonaux de I’Instruction Public (CDIP) s’est prononcée en faveur de 1’introduction d’un
enseignement obligatoire de I’informatique en école de maturité comme c’est le cas pour la
discipline « économie et droit ». Un nouveau plan d’études cadre qui définit les objectifs
fondamentaux pour I’informatique au gymnase a également été adopté par la CDIP, remplagant
ainsi le plan d’études cadre de 1’option complémentaire informatique. Méme si cette avancée peut
étre jugée modeste, I’informatique obtient enfin un statut de discipline obligatoire dans la grille des

enseignements gymnasiaux.

C’est a compter de 1’année scolaire 2022/2023 que cette évolution prendra effet au plus tard, a la
suite d’une période transitoire de 4 ans qui permettra au systeéme éducatif de s’adapter. Néanmoins,
chaque canton détient le pouvoir d’anticiper cette décision en donnant d’ores et déja plus
d’importance a I’enseignement de I’informatique. Il n’en demeure que la réussite de cette transition
nécessite la création de nombreuses ressources pour pouvoir accompagner les enseignants, surtout
dans les premicres années. Dans cette optique, ce mémoire s’intégre dans un processus visant a
adapter une ressource existante au niveau universitaire pour en faire une ressource accessible aux

¢éleves d’école de maturité.

\

Ce travail consiste a adapter un chapitre de 1’ouvrage de référence, Découvrir le numérique
(Schiper, 2016), pour le rendre accessible a des éleves d’école de maturité de premicre année. La
ressource pédagogique qui en résultera se présentera sous un format numérique modifiable par les
enseignants de manicre a leur en faciliter I’appropriation. Le livre « Découvrir le numérique »
(Schiper, 2016), rédigé par plusieurs enseignants-chercheurs de I’Ecole Polytechnique Fédérale de
Lausanne (EPFL) sous la direction d’André Schiper, se destine a I’apprentissage de I’informatique
pour les étudiants de 1™ année de I’EPFL. Notre attention se porte sur le chapitre 6 qui aborde la
compression de données. Ce sujet s’intégre parfaitement dans 1’objectif fondamental mentionné
dans le nouveau plan d’étude-cadre (CDIP, 2017) : « Comprendre les aspects de la communication
numérique ». A travers ce livrable, nous espérons rendre un peu plus accessible cet aspect de la
théorie de I'information aux éléves de gymnase et ainsi démystifier tous les standards de

compression qui inondent leurs expériences numériques (MPEG, JPEG, MP3...).
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2 Questions de recherche

Méme si un certain processus de transposition didactique a déja ét€ mené a I’intention d’étudiants
de premicre année de I’EPFL, plusieurs concepts et notions restent inappropriés pour des éléves
d’école de maturité. Par exemple, plusieurs outils mathématiques inconnus des gymnasiens sont
utilisés, représentant un obstacle majeur a leur bonne compréhension. Par ailleurs, le format
quelque peu austére du chapitre semble aussi étre un frein a I’enthousiasme des €éléves gymnasiens.

A travers ce mémoire nous proposons de répondre aux deux questions suivantes :

e Comment présenter la compression de données a des éléves de premicre année d’école

de maturité ?

e Comment contourner les difficultés mathématiques en lien avec ce domaine de

I’informatique et des télécommunications ?



3 Méthodologie

Pour répondre a cette question, notre travail a consisté, dans un premier temps, a analyser
I’ensemble des concepts et notions clés mentionnés dans le chapitre pour en évaluer leur
complexité. Dans une seconde partie, nous avons abordé les différentes approches utilisées pour
poursuivre la démarche didactique menée par les chercheurs de la HEP Vaud en collaboration avec
André Schiper. 11 a fallu trouver des méthodes pour contourner les notions mathématiques ardues
pour des ¢éleéves de premicre année. Rendre accessibles a ces derniers les concepts sous-jacents a la
compression de données a été notre priorité. Dans la derniére partie, nous avons taché d’évaluer la
qualité didactique de la nouvelle version de ce chapitre. Nous avons demandé¢ a une demi-classe de
premicre année d’école de maturité de mesurer le niveau de difficulté des explications fournies

dans le chapitre. En fonction des retours effectués, des corrections ont été alors apportées.



4 Résultats

4.1 Analyse du chapitre

La premicere étape de ce travail a consisté en un recensement des concepts abordés dans le chapitre
« compression de données » afin d’identifier les obstacles qu’il faudra prendre en compte dans ce
chapitre. Une bonne connaissance de 1’ensemble des difficultés du chapitre nous permettra par la

suite de structurer au mieux notre nouveau chapitre.

4.1.1 Identification des savoirs et notions clés

Le chapitre 6 sur la compression de données de I’ouvrage « Découvrir le numérique » (Schiper,
2016) est découpé en 9 sous-chapitres incluant une introduction et une conclusion. Une analyse
approfondie de chaque sous-chapitre nous a permis de représenter I’ensemble des concepts clés et

notions prérequises dans le schéma en deux dimensions ci-dessous :

Source
d’information
Compression Conatet 3 it
- / - f\mbiguit?

d Séquencé : G
e Code ~-bm(,7/(€, “~u " Arbrede

AY

Message e Gl
* Notions contenant des
difficultés mathématiques

<« lien fort entre notions péd

Figure 1. Un schéma conceptuel du chapitre compression de données



Afin d’obtenir une représentation synthétique, les notions et concepts ont été organisés autour de

trois thémes majeurs que sont :

e La source d’information
e Lecode

e Le message

L’intérét d’une telle représentation est de permettre 1’identification des thémes clés qui structurent
la compression de données : la source d’information qui génére les symboles a émettre, le code
qui va permettre la compression et enfin le message final compressé. 1l est cependant incorrect de
comprendre ces 3 concepts comme étant isolés les uns des autres tant les liens entre eux sont forts.
Il va de soi que les frontieres entre ces 3 regroupements sont floues et peuvent parfois apparaitre
comme subjectives, certaines notions pouvant étre aussi bien rattachées au concept de code que de
message. Ce schéma rend aussi compte, sur 1’axe horizontal, du niveau de difficulté estimé de
chaque notion. C’est ainsi qu’apparait la notion triviale d’alphabet sur la gauche du graphique
tandis que sur la droite nous retrouvons 1’inégalité de Kraft dont 1’analyse requiert une forte
attention. Les notions prérequises, par exemple les outils mathématiques, ont été représentées sur
la droite de la figure avec les liens qui les rattachent aux concepts de la compression de données.
Ces savoirs sont soulignés afin de démontrer les fortes dépendances a la discipline mathématique
et aux connaissances fondamentales de I’informatique (représentation de I’information). Il est donc
clair que ce chapitre se positionne a I’intérieur d’un ensemble de thémes dont fait partie le concept

de représentation des données en informatique. Il ne peut étre étudié¢ de manicre isolée.

Enfin, pour garder des chapitres d’une taille raisonnable, certaines notions conséquentes comme la
procédure Shannon-Fano qui permet de générer un code efficace seront présentées dans des
chapitres séparés. Aussi, un chapitre final sera consacré a la compression de données avec pertes

afin d’élargir la vision du domaine et relativiser la portée des notions abordées.

4.1.2 Notions prérequises, difficultés potentielles

Le livre (Schiper, 2016) se base sur certains prérequis que les €léves de 1™ année d’université sont
censés avoir. Malheureusement, quelques-unes de ces notions sont encore inconnues des éléves
d’école de maturité (c.f. Figure 1). Nous en avons dressé la liste ci-dessous et ajouté pour chacune,
quand cela était possible, I’année durant laquelle elle était enseignée aux ¢éleves. Pour ce qui
concerne les mathématiques, les informations ont été extraites du plan d’études des €coles de
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maturité¢ des gymnases pour le canton de Vaud (DGEP, Canton de Vaud, Département de la
formation de la jeunesse et de la culture, 2017). Pour I’informatique, nous nous sommes basés sur

le nouveau plan d’études cadre (CDIP, 2017).

Difficultés potentielles Moment d’apprentissage (Lieu, discipline, [année])
Représentation des données Ecole de maturité, Informatique.
Logarithme Ecole de maturité, Mathématiques, 2°™ année.
Probabilité Ecole de maturité, Mathématiques, 3°™ année.

Fonctions puissance a exposant

. | Ecole de maturité, Mathématiques, 2°™ année.
rationnel (2)

Plusieurs constats peuvent étre faits :

= La compression de données ne peut €tre déconnectée du concept de représentation des
données. En effet c’est elle qui donne du sens a la compression de données. Sans données
numériques massives, la compression n’a aucun intérét. Il est donc primordial de traiter
préalablement le chapitre 4 de ce méme ouvrage abordant la représentation de

I’information.

= [l existe une forte dépendance aux mathématiques, avec 3 notions qui sont abordées plutot

tardivement dans le cursus gymnasial.

= (e chapitre comprend plusieurs démonstrations de théorémes s’appuyant sur des outils
mathématiques trop poussés pour des gymnasiens (logarithmes, variables aléatoires,

fonctions concaves/convexes...).

4.1.3 Approches

Ce chapitre contient un certain nombre de concepts présentant une forte hétérogénéité en maticre
de prérequis, notamment a cause de certains outils mathématiques. Mais faut-il pour autant aborder

ce chapitre en derniére année, une fois que toutes ces notions ont été assimilées ?

Nous ne le pensons pas. Méme si un certain nombre de difficultés sont présentes, il semble possible
d’expliquer les concepts généraux de la compression de données des la premicre année d’école de

maturité a condition de faire certains choix que nous expliciterons de la partie suivante.



4.2 Processus de simplification et d’explication

42.1 Letexte

Le texte du chapitre original a tout d’abord été retravaillé afin de se focaliser sur les concepts forts
du domaine. Cette volonté se traduit notamment dans la refonte du plan du chapitre afin de faire
apparaitre une certaine logique qui permet de guider le lecteur. Certaines incohérences ont été
supprimées avec par exemple la mention du code de Huffman dans le théoréme 6.15 qui n’a pas

¢été présenté préalablement.

Aussi, le texte original, s’adressant a un public plus averti, présente certains concepts de manicre
plutét directe ce qui parait inadapté aux éléves de 1°° année de gymnase. Par 1’intermédiaire de
cette transposition, nous avons donc essay¢ de présenter les concepts importants de manicre plus
progressive. C’est ainsi qu’une attention particuliere a été portée a la contextualisation des notions,

afin de les rendre plus concrétes aux yeux des éléves.

Dans le méme temps, pour éviter de surcharger cognitivement le lecteur, les démonstrations ont
été supprimées. Ce choix est justifié a la fois par le fait que celles-ci font appel a des concepts
souvent inconnus des éléves de 1°° année (en mathématiques, les fonctions concaves/convexes...),

mais aussi qu’il ne fallait pas trop augmenter la quantité de texte de chaque chapitre.

Enfin, les théorémes comprenant les équations mathématiques plus compliquées ont ét¢ maintenus
afin de conserver la précision et 1’exactitude de ces notions, mais en les annotant de la mention
« Pour aller plus loin... ». Ces savoirs seront alors optionnels et ne serviront pas de prérequis aux

sous-chapitres suivants.

4.2.2 L’exemple « fil rouge »

Le texte original est présenté sous une forme trés académique, la monotonie des paragraphes
n’étant cassée que par des définitions, des théoremes (et leurs démonstrations) et quelques
exemples. Ce format qui est adapté a de jeunes étudiants ayant fait le choix d’approfondir ces sujets
de maniére volontaire ne nous semble pas suffisamment attractif pour des éléves sortants de 1’école

obligatoire.

Nous avons donc décidé d’introduire un exemple « fil rouge » qui accompagne le lecteur durant
tout le chapitre. Ces parties seront mises en évidence par un cadre rouge avec fond rouge clair ce

qui rendra I’ensemble moins terne. Ce fil rouge permet aussi de concrétiser chaque notion de
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manicre claire tout en maintenant une continuité qui rassure le lecteur. Le fait de conserver le méme
exemple permet aussi d’étre plus efficace. En effet, il n’est alors plus obligatoire de ré-énoncer le
contexte de I’exemple a chaque fois. Cela procure en outre un certain confort au lecteur qui garde

en téte toujours le méme exemple en ne surchargeant pas sa mémoire de travail.

Ce fil rouge a nécessité beaucoup de réflexion. En effet, plusieurs contraintes ont rendu complexe

sa sélection, car il devait s’agir d’un exemple :

e plausible en numérique,
e motivant pour des gymnasiens,

e qui puisse couvrir I’ensemble des notions abordées dans le chapitre.

Le choix s’est porté vers le codage d’une phrase que pourrait prononcer le petit robot de la série
StarWars, R2D2. Cette phrase serait prononcée en frangais afin de ne pas ajouter de complexité
inutilement comme c’est le cas dans plusieurs exemples de la version originale. Le choix de la
phrase respecte les contraintes identifiées et permet de démontrer un gain significatif sur le taux de

compression apres chaque étape :

Code ASCII
Code optimisé pour I’alphabet de la source
Code non singulier

Code non ambigu

A o e

Code sans préfixe avec la méthode de Shannon-Fano

La phrase utilisée est la suivante : « Que la force soit avec toi Luke ! ». Elle contient 17 (24+1)
caracteres ce qui permet d’accentuer le gain entre les étapes 2 et 3 puisque la phrase requiert alors
5 bits pour coder chaque caractére alors qu’une phrase de 16 caractéres aurait pu étre codée
enticrement avec 4 bits par caractére. Les probabilités d’apparition des caractéres sont aussi
importantes, une disparité dans les apparitions des caracteres étant souhaitable pour accentuer le

lien entre les probabilités et les différentes longueurs de mots de code.

4.2.3 Les illustrations

Comme énoncé auparavant, le texte original est plutdt austere. Plusieurs illustrations ont ainsi été

ajoutées afin de remplir un double objectif :
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e Rendre la lecture de ce chapitre plus agréable en étant plus aérée. De sorte que le lecteur ne
se sente pas asphyxié par une trop forte concentration de texte.
e Profiter d’un deuxiéme canal de communication afin de maximiser la transmission des

savoirs (le texte et les images).

La plupart des illustrations présentes dans le chapitre original ont été conservées, mais retravaillées

pour les rendre plus efficaces.

4.2.4 Ajouts des objectifs pédagogiques

Dans un effort de structuration des notions et concepts du chapitre, un tableau regroupant tous les
objectifs pédagogiques poursuivis dans chaque sous-chapitre a été ajouté au début du chapitre. Ce

tableau contient des renvois vers les phrases et paragraphes présentant ces savoirs.

4.3 Vérification des objectifs

4.3.1 Protocole choisi

Afin de vérifier la qualité de la transposition didactique effectuée, la version transposée du chapitre
« Compression de données » a été soumise a 1’évaluation de 6 éléves de classe de 1M (spécialité
mathématique et physique). Apres avoir lu chaque sous-chapitre, les éleves devaient évaluer leur
compréhension de celui-ci a 1’aide d’une notre comprise entre 1 et 6. Le « 1 » signifiant une
compréhension nulle, le « 6 » reflétant une compréhension totale du texte du sous-chapitre
concerné. Une note moyenne de 4 sur 6 nous semble étre un objectif raisonnable a atteindre. Elle
refléterait une compréhension satisfaisante du chapitre pour une premicre lecture sans ressources
extérieures (aide de l’enseignant, internet...). Dans une deuxiéme partie, les ¢€léves étaient
¢galement invités a lister les éléments qu’ils n’avaient pas compris a I’intérieur de chaque sous-

chapitre.

L’évaluation des ¢léves portait sur I’intégralité du chapitre a I’exception des exercices et des parties
« Pour aller plus loin » nécessitant des connaissances pas encore abordées par ces ¢€léves de

premiére année d’école de maturité.

4.3.2 Résultats de 1’évaluation

Les notes attribuées par les éleves ont été synthétisées dans un tableau :
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Sous-chapitre

Nom des éléves 1 2 3 4 5 6 7 8
Hervé G. 4 4 2 2 2 5 3 4
Bastien C. 6 6 6 6 5 6 6 6
Clément B. 4 5 6 5 5 5 6 6
Arno D. 6 4 6 5 6 6 6 6
Amandine G. 5 6 5 6 4 6 6 6

Achille C. 5 6 6 5 4

Tableau | Notes attribuées par les éléves a chaque sous-chapitre

Il en découle la représentation graphique suivante présentant les notes moyennes des sous-chapitres

ainsi que I’objectif que nous nous sommes fixé (4 sur 6).

6 56 56
’ 5,4 ’
5,5 5,2 52
5 a8
5 7
4,5 4,3
4
Q
3 3,5
=
3
2,5
2
1,5
1
1. 2. 3. 4 5 6 7 8
Introduction  La source Le code Un message Construction  Sources  Compression Conclusion
d'information non ambigu d'uncode d'infromation avec perte
efficace avec
symboles

corrélés

M Evaluation moyenne des éleves W Objectif

Figure 2. Notes moyennes en fonction des sous-chapitres

La liste des éléments que les éléves n’ont pas réussi a comprendre durant la lecture du chapitre peut

étre retrouvée en annexe.
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4.3.3 Bilan

Ces résultats sont dans I'ensemble bons et montrent que 1’objectif a été atteint pour chaque sous-
chapitre. A travers cette représentation graphique, nous pouvons nous rendre compte du niveau
hétérogene des sous-chapitres. La partie 5 portant sur la construction d’un code efficace semble
étre la plus difficile a assimiler par les éleves. Ce passage représente la partie la plus technique du
chapitre puisqu’il s’agit d’appliquer la méthode de Shannon-Fano. C’est ainsi qu’un exemple précis
de cette méthode a été rajouté par rapport a la version originale afin de gagner en réalisme. Cette
voie peut sans doute étre poursuivie par I’enseignant chargé de donner le cours. Il pourrait étre
intéressant de juxtaposer, a cette partie « théorique », des activités pratiques qui permettent aux
¢leves de concretement appliquer la procédure de Shannon-Fano. La pratique semble étre une étape

cruciale dans la compréhension de savoirs procéduraux.

La portée de ces résultats reste cependant a étre nuancée étant donné le faible nombre d’¢éleves
ayant participé a I’évaluation. Pour des raisons extérieures, 4 éléves n’ont pu y contribuer. Dans ce
cadre-1a, les remarques formulées par rapport aux difficultés rencontrées dans chaque sous-chapitre

prennent donc plus de sens. Certaines ont d’ores et déja suscité des corrections du chapitre.

14



Conclusion

Aborder la compression de données avec des ¢éléves dont le niveau mathématique est limité se
révele étre un challenge. Bien qu’un important travail de transposition didactique ait déja été
effectué par André Schiper et son équipe, certaines notions comme 1’entropie sont fortement liées
aux mathématiques et inabordables en I’état par des gymnasiens. Nous avons a I’occasion de ce
travail utilisé différentes stratégies pour contourner les difficultés inhérentes aux mathématiques.
Il a fallu d’abord restructurer le plan du chapitre afin de faire émerger la logique pédagogique
choisie et ainsi encadrer le lecteur. Puis nous nous sommes efforcés de rendre le chapitre plus
attrayant en ajoutant des illustrations appropriées. Le texte original a subi de nombreuses

modifications visant une plus grande progressivité dans 1’explicitation des concepts. Enfin, un

exemple « fil rouge » dont le choix fut complexe offre de guider le lecteur a travers tout le chapitre.

L’évaluation par des éléves de premicre année d’école de maturité a permis de mesurer le degré de
compréhension du chapitre reformaté. Les résultats de ce sondage paraissent encourageants et
semblent valider la direction prise dans ce travail. Le sous-chapitre 5 « Construction d’un code
efficace » semble souffrir d’un manque de pratique, ne permettant pas aux éleves d’avoir une
compréhension compléte de la procédure de Shannon-Fano. Ce sondage sur 6 éléves reste, par
ailleurs, insuffisant pour valider totalement la démarche et tirer des conclusions sur la qualité de la

transposition didactique effectuée.

Nous espérons, cependant, que la ressource didactique que constitue ce nouveau chapitre pourra

aider les futurs enseignants de science informatique lorsque celle-ci deviendra obligatoire.
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Annexes

Objectifs pédagogiques du chapitre 6 :

Numéro
de sous-
chapitre

Objectifs spécifiques

Niveau
taxonomique
de Bloom

Réponses (liens)

1 Expliquer le role de I’entropie

N°2

« L’entropie sert a mesurer la
quantité d’information délivrée
par une source d’information. »

Citer un exemple de variable
1 aléatoire ayant une entropie
minimale

N°1

« la source envoie continument
le méme symbole et n’a pas la
possibilité d’envoyer un autre
symbole, par exemple un
«e»»

Citer un exemple de variable
1 aléatoire ayant une entropie
maximale

N°1

« si tous les symboles émis par
la source ont la méme
probabilité d’apparition,
I’entropie sera maximale »

Formuler la définition mathématique
de I’entropie

N°1

« Définition 6.3 L’entropie
H(X) d’une variable aléatoire X
est définie par

HOO = ) pilog ()

i€EA
= - Z pilog, p;
i€EA

»

2 Expliquer le concept de code

N°2

« I’encodeur et le décodeur ont
besoin de connaitre les régles a
suivre. Celles-ci sont énoncées
dans un code qui a la maniére
d’un dictionnaire fait le lien
entre un alphabet de symboles
A et toutes les séquences
binaires possibles {0, 1, 00, 01,
10, 11, 000, 001, ...}. »

2 Expliquer la notion de code efficace

N°2

« il s’agit de trouver le code le
plus efficace, celui qui diminue
au maximum le nombre de bits
nécessaires a la représentation
des symboles. »

2 Reconnaitre un code non-singulier

N°2

« Un code non singulier c est
tel que c(X) # ¢(Y ) pour tout X
#Y,avec X,Y € A. »

Représenter un code a I’aide d’un
arbre de codage

N°3

« Cet exemple montre I'arbre
de code pour le code binaire
n°l. »




Prédire les possibles ambiguités au
décodage

N°2

« Un code non singulier n’est
pas forcément non ambigu pour
des messages de ce type
composés de plusieurs
symboles. Cela vient du fait
que dans une représentation
comme (c(x)c(x2), ...),iln’y a
pas de marqueurs explicites
entre les mots de codes pour les
distinguer. »

Définir un code sans préfixe

N°1

« Un code sans préfixe est un
code C tel qu’il n’existe pas de
mot de code c(i) qui soit le
préfixe d’un autre mot de code

c(G),j#i.»

Décrire le compromis entre la
longueur des mots du code et leur
nombre

N°1

« Plus le nombre de mots est
important, plus le nombre de
bits par mot augmente. »

Expliquer ’enjeu de la compression
de données

N°2

« Le but d’un code utilisé pour
la compression de données est
de transformer le message
d’origine X en une
représentation Y la plus
compacte possible. Ainsi, le
stockage et la transmission de
données sont plus efficaces,
plus rapides ou moins
colteux. »

Identifier la borne minimale de la
longueur moyenne des symboles de
tout code sans préfixe.

N°1

« La longueur moyenne L(C)
de tout code sans préfixe C
satisfait H(X) < L(C), ou
H(X) désigne I’entropie de la
source. »

Appliquer la procédure permettant de
dériver un code efficace.

N°3

« La procédure peut étre décrite
comme ceci ... »

Identifier la borne maximale de la
longueur moyenne des symboles de
tout code généré avec la méthode
Shannon-Fano.

N°l

«Pour le code de
Shannon-Fano, L(C) <
H(X)+ 1. C’est-a-dire
que la longueur moyenne
du code construit ne
dépasse pas 1’entropie de
plus de 1 [bit].

»

Distinguer I’aspect théorique d’une
approche concréte.

Ne2

« il n’est pas réaliste de
supposer que pour
construire le code, nous
connaissions la séquence
S a priori. L’ objectif
d’un code est de
permettre de transmettre
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n’importe quel message,
et donc nous ne pouvons
pas supposer connaitre le
S exact qui sera
transmis. »

Décrire I’'impact de la corrélation
entre symboles sur la longueur
moyenne d’un code.

N°2

Un résultat fascinant et
rassurant (qui est au-dela
de la portée de ce
chapitre) montre qu’il est
possible d’exploiter la
corrélation entre les
symboles pour réduire la
moyenne de la longueur
des mots de code L(C),
souvent bien en-dessous
de I’entropie H(X).

Expliquer le compromis entre
compression et distorsion.

N°2

La compression sans
perte est
significativement plus
complexe que la
compression non
ambigiie, parce qu'un
bon code avec perte
(lossy code) ne dépend
pas que de la source
d’information X il
dépend aussi de la
tolérance a la distorsion
de I’utilisateur final.

19




Nouvelle version adaptée du chapitre 6 de I'ouvrage « Découvrir le numérique »

CHAPITRE 6

Compression de données
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Introduction

Coder signifie transformer un message digital en une nouvelle représentation. Il y a plusieurs
raisons possibles pour lesquelles on N
g;?g;z; 01001001
01101100 ouo1o0

01001001

peut préférer une nouvelle | owom
, . ) . . 01101011 01101011
représentation du message d’origine : Sl = 01101011
01101100 I i~ 01101100
* Dans la compression de données »| Encodeur Décodeur >
(aussi appelée codage de source, le Compression de données
sujet de ce chapitre), 'avantage est
d'utiliser moins d'espace (de (W@ ‘_ ’ 01001001
mémoire) que la représentation | E‘ — ? 1001001
.. 01101011 B 010011000001010010010110101101101100) ' 01101011
orlglnale; 01101100, | L= | 01101100,
iy \M'_'
= Dans le codage de canal, la nouvelle
. , . N Codage de canal
représentation atténue le bruit a la
suite d’un passage dans un canal de
transmission ; 51001007 ) 3 51061007
. 00010001 00010001
* En cryptographie, la nouvelle oo ottotons
représentation est siire contre les o (erorsommoroeoaorononrsosrso 01101100
acceés et/ou interférences par une *| Encodeur Décodeur >
tierce personne. (o Cryptographie ‘0

Dans ce chapitre, nous allons nous
concentrer sur la compression, qui revient a réduire I’espace occupé par une information, c’est-a-

dire a supprimer la redondance inhérente a de nombreuses formes de représentations de
I'information numérique.

Le concept de la compression de données est illustré a la Figure 1. Nous voulons transmettre un
message X composé d'une série de bits, qui peut représenter n'importe quel type d’information
numérique comme du texte, une image, ou le contenu d’'une base de données. Pour cela, un
encodeur va transformer ce message en une nouvelle représentation Y, plus petite (moins de bits).
Cette transformation repose sur un code C, qui est en fait un dictionnaire qui spécifie comment
traduire X en Y.

01001001 Q103004 01001001
oot 01101011 oot
01101011 w L0110 01101011
01101100 01101100
01001001 = j 01001001
01101011 '

01101100 ]’

01101011
01101100

Encodeur - Décodeur
Y

r 3 F N
Code C

Figure 1 : Un encodeur transforme un message X en une nouvelle représentation Y, qui (normalement)
demande moins de place que X. Le décodeur fait l'opération inverse, et retrouve X a partir de sa valeur
compressée Y. Pour cela, I'encodeur et le décodeur doivent se mettre d’accord sur les régles du jeu, ce
qu'ils font grace au codebook (dictionnaire), qui est en fait un dictionnaire de traduction utilisé dans
un sens par l'encodeur et dans l'autre par le décodeur.

La représentation Y est ensuite recue par un décodeur. Le décodeur peut étre, par exemple, un
ordinateur qui recoit une vidéo compressée venant d'un autre ordinateur connecté a une webcam.
Cependant, le décodeur et 'encodeur ne doivent pas forcément étre deux ordinateurs différents :
dans un autre exemple, 'encodeur peut compresser une photo que vous venez de prendre avec
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votre téléphone, et 'enregistrer dans sa mémoire ; lorsque vous voudrez ensuite regarder cette
photo, le téléphone devra prendre la photo compressée de la mémoire et la décoder pour

I'afficher.
@ Error : Out of Memory.

tr,

\

Lors de sa derniére réparation, le robot R2D2 a perdu
beaucoup d’espace mémoire. Il ne dispose plus de
suffisamment de mémoire pour stocker le code ASCII de la
phrase « Que la force soit avec toi Luke!». Aidons-le a
compresser ces informations pour qu'ils puissent a
nouveau encourager son ami.

(ue la force

soit avec toi
Luke !

- —
]
Nous avons vu au chapitre 4 que le code ASCII permet de ]‘g
convertir une lettre en un mot de 7 bits. Notre message i.'

9
contenant 33 caracteres, il faudrait donc 231 bits (33 x 7) ﬁ: -
en mémoire pour pouvoir le stocker, beaucoup trop pour =i
la mémoire de R2D2 !
Q u e ] a f o r c e
1010001/1110101/1100101/1000000{1101100(1100001{10000001100110({1101111{1110010/1100011/1100101
51 75 65 20 6C 61 20 66 6F 72 63 65

Tableau 1. Représentation ASCII du début du message (binaire et hexadécimal)

Qlu|e | |a flo|lr|cle slo|i|t ajlvie|c tlo|i L ulkl|e !
51/75|65|20|6C|61|20|66 6F|72|63|65|20 73|6F|69|74|20/61|76|65|63|20|74|6F|69|20(4C|75|6B|65|20|21
Tableau 2. Représentation ASCII de la totalité du message (hexadécimal) : 231 bits.

- J

Dans ce chapitre, nous allons aborder les questions suivantes :

1. Existe-t-il une fagon générique pour capturer la notion d’« information » dans un message
X ? Nous allons définir I'entropie d’'une source d'information X, qui caractérise le degré
d’incertitude du message X.

2. Existe-t-il une fagcon générique de décrire ce que I'encodeur et le décodeur font ? Nous
définissons l'arbre de codage comme un modéle intuitif et compact pour décrire les
opérations que font I'encodeur et le décodeur.

3. Pouvons-nous trouver une relation entre la quantité d’information dans un message et le
taux de compression possible ? Nous allons trouver un lien fascinant entre I'entropie de la
source d’information et ce taux de compression. En fait, il n’existe pas d’algorithme de
compression pouvant compresser en-dessous de I'entropie sans perdre d’'information.

4. Existe-t-il une recette simple pour construire un code ? Nous allons voir un exemple
important de code concret, appelé le code de Shannon-Fano. Sa construction est tres
intuitive : nous voulons trouver le plus petit ensemble de questions a poser (en moyenne)
pour déterminer le symbole a coder.

1.La source d’'information

Il est trés utile d’analyser les caractéristiques de la source d’information X, sur la Figure 1.
L’analyse de la source d’information de notre processus de communication va nous permettre de
fixer, trés souvent, les limites théoriques de la compression de notre message a travers une
grandeur que l'on appelle I'entropie, notée H(X).

L’entropie sert a mesurer la quantité d’'information délivrée par une source d’information. Elle
peut étre vue comme le degré d’incertitude que nous avons sur un symbole émis par la source.
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L’entropie est minimale lorsqu’il n'y a pas d’incertitude, c’est-a-dire que la source envoie
continument le méme symbole et n’a pas la possibilité d’envoyer un autre symbole, par exemple
un « e ». Dans ce cas, chaque symbole émis n’apporte aucune nouvelle information, I'entropie vaut
0.

Dans le cas opposé, si tous les symboles émis par la source ont la méme probabilité d’apparition,
I'entropie sera maximale. En effet, chaque nouveau caractere émis par la source apportera bien
une information supplémentaire puisque non prévisible.

4 N\

EEEEEEBEE
EEEEEEEE

gaywslxe
derfvtob

= =
i iR
e 9 }\‘l- 9
&L 2
Entropie minimum H(X) = 0 Entropie forte: H(X) = 4

Sil'on considére R2D2 comme une source d’information X, 'entropie sera nulle dans le cas
ou R2D2 répéte toujours la méme lettre, car il n'y a aucune incertitude sur ce qu’il va
émettre. Dans le cas ou il émet des lettres aléatoires, 'entropie sera forte. Une source
diffusant 16 lettres de maniere completement aléatoire aura une entropie de 4 (le détail du
calcul dans la partie « Pour aller plus loin »).

« Plus de surprise, plus d’incertitude, plus d’information, plus de « bits »
Claude Shannon (Bell Labs, 1940)

Pour aller plus loin

Tout d’abord, avant de calculer 'entropie, nous avons besoin de quelques notions basiques de
théorie des probabilités.

Définition 6.1 Une variable aléatoire discréte X est donnée par un alphabet A = {aj,..,a,} et les
probabilités associées {ps,..,pn}. Intuitivement, p; est la fréquence relative d’apparition du résultat
a; si nous puisons dans X fréquemment et indépendamment. Une variable aléatoire discrete est
dite uniforme si tous les p;sont égaux.

Pour le message « Que la force soit avec toi Luke ! », calculer les probabilités pi revient a
compter le nombre de fois qu’'apparait chaque lettre dans le message puis de diviser par la
longueur du message, n. Par exemple, la probabilité de sélectionner la lettre « o » est pi =3/33.

Symbole Q u e 1 a f 0 r C S i t v L k ! |espace

Probabilité| 1/33]2/33[4/33(1/33|2/33|1/33|3/33|1/33|2/33|1/33|2/33|2/33|1/33|1/33]1/33[1/33| 7/33

Tableau 3. Probabilités d'apparition des symboles.

\. /

EXEMPLE 6.2 Lancer un dé non biaisé peut étre modélisé par la variable aléatoire uniforme X avec A
={1,2,3,45,6}etpi=p2=+=ps=1/6

23




Tachons maintenant de calculer I'entropie :

Définition 6.3  L’entropie H(X) d'une variable aléatoire X est définie par

1
HX) = Z pilog, (—) = —z pilog; p;
i€A Pi i€A

Exemple 6.4 Une piece non biaisée a une entropie H(X) = 1 [bit], alors que le dé non biaisé de
I'exemple 6.2 a une entropie H(X) = 2.6 [bit].

4 )
Calculons I'entropie de la source d'information qui génére le message « Que la force soit
avec toi Luke ! ».

H(X) = Z 1 = Lo, Z g, 7 og, = 3.76 [bit]
T4 Pi0B2Pi = —33708233 ~ 33706233 33 “233 T /elbt
¢ pologz(pg) Pulogz(pu) Pespace 1082 (Pespace)

Equation 1. Calcul de 'entropie de la source d'information de R2D2.

Dans le cadre de la phrase « qaywslxedcrfvtob », chaque lettre a une probabilité
d’apparition de 1/16, I'’entropie vaut donc:

16 1 1
H(X) = _21_610g21_6: 4
i=1

- J

Plus formellement, les limites énoncées plus haut se matérialisent dans le théoréme suivant :

Théoreme 6.5

Pour une variable aléatoire X avec un alphabet A = {aj,.,a,}, I'entropie est
0 < H(X) <log(n). De plus, H(X) = 0 si, et seulement si, p; = 1 pour un i (et par
conséquent tous les autres p;= 0). H(X) = log(n) si, et seulement si, X est uniforme.

2.Le code

Pour mener a bien leurs missions de compression et de décompression, I'encodeur et le décodeur
ont besoin de connaitre les régles a suivre. Celles-ci sont énoncées dans un code qui a la maniére
d’un dictionnaire fait le lien entre un alphabet de symboles A et toutes les séquences binaires
possibles {0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, ...}. Un exemple de code bien connu est le code ASCII, qui
pour chaque caractére associe une séquence de 7 bits.

Code ASCII

Symboles Séquences binaires
a 1100001
b 1100010
c 1100011
d 1100100
e 1100101
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Par exemple, c; = 1100100 signifie que la représentation dans le code de la lettre « d » est
(1100100). Nous appelons c(d) le mot de code pour « d ».

Dans le cadre de la compression de données, il s’agit de trouver le code le plus efficace, celui qui
diminue au maximum le nombre de bits nécessaires a la représentation des symboles.

(\Iotre message contenant seulement 17 symboles différents (en
comptant I'espace et le point d’exclamation), utiliser 7 bits (et donc
128 possibilités) pour coder chaque caractére semble étre
surdimensionné...

(ue |a force soit
avec toi Luke !

Une premiere idée consisterait donc a définir un nouveau code afin
de réduire le nombre de bits utilisé pour coder un caractere. Nous
avons besoin de 5 bits (25=32 possibilités) pour représenter chacun
des 17 caractéeres de maniere unique. Voici donc notre nouveau

code:

Symboles Séquences binaires

Q 00000 |
00001
00010 |
00011
00100 |
00101
00110 |
00111
01000 |
01001
01010 |
01011
01100 |
01101
01110 |
01111
espace 10000 ‘

©» O O D = =

- m g e -

Les 33 caractéres que constitue notre message peuvent ainsi étre stockés sur 165 bits (33 * 5)
dont voici la représentation du début du message :

Q u e I a f o r c e
00000 | 00001 | 00010 | 00011 | 00100 | 00101 | 00011 | 00110 | 00111 | 01000 | 01001 | 00010

Nous décrivons maintenant une propriété désirable pour un code : étre non singulier. Cela signifie
qu’il est non ambigu pour un symbole simple.

Supposons que le message envoyé a l'origine est un symbole simple X. Le message encodé c(X) est
envoyé alors au décodeur. Bien s{ir, celui-ci va essayer de retrouver le message original, X. Un code
qui s’assure que le décodeur peut toujours retrouver le message d’origine est appelé non ambigu.
La condition permettant de s’assurer que cette propriété est vraie est trés simple : deux symboles
ne doivent pas générer le méme mot de code.
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| Définition 6.6 Un code non singulier c est tel que c(X) # c(Y ) pour tout X # Y, avec X,Y € A.

baptisé : code n°1 :

Q

©» O O N = 0=

- xS e -

espace

Symboles

0
1
00
01
10
11
000
001
010
011
100
101
110
111
0000
0001
0010

Le code n°0 préalablement défini est non singulier puisqu’aucun mot de code n’est identique
a un autre. D’autres codes non singuliers existent ayant des séquences binaires encore plus
courtes et donc un meilleur taux de compression. En voici un exemple avec un nouveau code

Séquences binaires

Ce code est bien non-singulier et permet de réduire considérablement le nombre de bits
représentant notre message. Les premiers caracteres ainsi compressés sont représentés ci-

.

dessous :
Q u e I a f o r c e s o i t
0 |1 00 |0010| 01 | 10 |0010| 11 | 000 001 | 010 | OO |0010| 011 | 00O | 100|101 | ..

La totalité du message, « Que la force soit avec toi Luke ! », est maintenant représentée avec
seulement 94 bits. Reste maintenant a vérifier la validité de ce code au niveau du décodage.
Le décodeur parvient-il a retrouver le message original ?

J

Afin de se rendre compte des liens entre les séquences numériques du code, celui-ci peut aussi
étre commodément représenté par un arbre de code (Figure 2). Cette appellation est quelque peu
galvaudée puisqu'il s’agit plutot d’'un arbre retourné. Chaque aréte est nommée par un ensemble
de symboles de 4, et chaque nceud avec un code binaire.
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fuafitvyl — —— {Q,elorcsk !, espace}
[ui] [ao]
{f,v, L} //!\,\ {a,i, t} {1, c s} ///-\\,\\ {e, o, 1, k, |, espace}

T

J
Figure 2. Cet exemple montre I'arbre de code pour le code binaire n°1. On y distingue les notions de nceuds, d’arétes et de
feuilles qui représentent les nceuds périphériques de l'arbre. On pourrait parler d’arbre « retourné » puisque les racines
sont en haut et les feuilles en bas. Dans cet arbre de code, chaque nceud correspond a un mot de code. On remarque que
dans cet arbre les codes des caracteéres « u » et « a » ont le méme premier bit : 1.

Notons que I'arbre de code a une autre interprétation possible : nous pouvons voir chaque nceud
interne avec ses deux descendants (correspondants a un 0 ou un 1) comme une question
OUI/NON. Par exemple, la racine de 'arbre correspondrait a la question « est-ce un ‘u’ ? », avec la
branche de gauche correspondant a la réponse OU], et celle de droite a NON. Supposez qu'un ami
pense a la lettre « k», et qu’il est seulement prét a répondre OUI ou NON a des questions
concernant une lettre. Votre tache est de trouver « k » en posant ces questions. C’est équivalent a

construire un arbre binaire de code pour « k ».

3.Un message non ambigu

Dans pratiquement toutes les applications, le message n’est pas un symbole simple X, mais une
séquence de symboles X = (X1,X>...). Un code non singulier n’est pas forcément non ambigu pour
des messages de ce type composés de plusieurs symboles. Cela vient du fait que dans une
représentation comme (c(x1)c(x2), ...), il n'y a pas de marqueurs explicites entre les mots de codes
pour les distinguer.
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Le message ayant enfin pu étre stocké dans la petite mémoire de R2D2, il est temps pour le
décodeur de ce dernier de rentrer en action pour permettre a R2D2 de prononcer sa fameuse
phrase. Le probléme est que le décodeur n’a aucune connaissance a priori du message qu'’il
doit décoder. C’est ainsi qu'il se retrouve vite dans 'embarras en essayant de décoder les 12
premiers bits du message (cf. Figure 3). Il hésite entre plusieurs possibilités.

Qlule | | a

010000100110

Décodage 00 0010 01 10

1
u e | a

[ =]

01 00 001 001 10
|l e r r a

0O 100 O 010 01 10

Qi Qc | a

010 O 001 00 110
c Q r e v

Figure 3. Le décodeur de R2D2 ne sait pas décoder les 12 premiers bits.

Une solution consisterait a prendre en compte le message dans sa globalité (tous les bits du
message) et décoder toutes les solutions possibles pour a la fin sélectionner le seul message
valable (en espérant qu’il n'y en ait qu'un...). Cette solution est tres hypothétique et
représente une charge difficile pour le décodeur. C’est pour cette raison que nous préférons
les codes qui permettent aux décodeurs d’identifier chaque mot des que toutes ses lettres
sont lues. Un tel code est appelé sans préfixe, notion que nous allons maintenant introduire
formellement.

- J

Définition 6.7 Un code sans préfixe est un code C tel qu’il n’existe pas de mot de code c(i) qui
soit le préfixe d’'un autre mot de code c(j), j #1i.

Un code sans préfixe est tres utile du point de vue du décodeur. Supposons que le décodeur
recoive une séquence de bits Y venant du codeur, et qu’il commence a reconstruire le X
correspondant. Comment va-t-il procéder ? Il peut lire le premier bit de Y, disons un 0. Il vérifie
alors s’il existe un mot de code c(i) = 0. Si ce n’est pas le cas, il peut alors lire un autre bit de Y,
supposons un 1, et vérifier une nouvelle fois dans le dictionnaire, cette fois-ci pour 01. Une fois
que le décodeur a trouvé un mot de code c(i), il est certain que i est le bon symbole de X, puisqu'il

n’existe pas de mot de code plus long dans le dictionnaire ayant 01 comme préfixe.

28



~

fLe code n°1 n’est pas sans préfixe. En effet, c(4):10 est le préfixe de ¢(1):100. Nous devons
ainsi revoir notre copie, car il ne permet pas de décoder le message de R2D2.

Présentons maintenant 'arbre d’un autre code possible pour cet alphabet, ou chaque mot
de code n’est pas le préfixe d'un autre. Nommons-le code n°2.

{u,a,f,i, t,v,L}E]{Q, e, l,0,1,¢5sk !, espace}

vl lI](t u, i, a} {Qlrc S}E {e, 0,1,k |, espace}
{f, L} {v} {t, u} {i, a} {Q,s, 1} {c} {r, espace, s} ’ {o, !, k}
Em 106

{fy {L} {u} {t} {a} i}y {Qs} {1} {espace, r} {s} {!, o} {k};"
[f1111]  [La1aq [u:z011] [z2010] [a:2001] [i:2000] [0111] [:0110] [o011 |  [e:0010] [oo001 ] |k:o£xoo|

{a} {s} {espace} {r} {1 {o}
[@:01111] [s:01110] [espace:00111] [r:00110] [1:00011] [o:00010]

Figure 4. Arbre du code n°2. Chaque mot de code (correspondant aux feuilles de l'arbre) peut étre lu dans l'arbre
en suivant le chemin de la racine a la feuille. Par exemple, le mot de code « v » est obtenu en parcourant l'arbre
gauche-gauche-droite, ce qui donne c(v)= 110 dans cet exemple.

Ce code est certes moins efficace que le précédent puisqu’il faut maintenant 143 bits pour
coder/compresser notre message, mais il a le grand mérite de pouvoir étre
décodé/décompressé facilement par le décodeur. Voici la nouvelle représentation du début
du message :

Q u e I a f o r c e
01111| 1011 | 0010 {00111 | 0110 | 1001 |00111| 1111 {00010|00110| 010 | 0010 /00111

)

Dans un arbre de code sans préfixe, les mots de code correspondent aux feuilles de I'arbre. Cela
garantit ainsi que le code est sans préfixe, puisque lI'étiquette d'un nceud est un préfixe
uniquement pour ses descendants.

Notons que I'arbre de code a une autre interprétation possible : nous pouvons voir chaque noeud
interne avec ses deux descendants (correspondantaun 0 ou un 1) comme une question OUI/NON.
Par exemple, la racine de I'arbre correspondrait a la question « la lettre fait-elle partie du groupe
{u, a, £ i,t,v,L} ?»,avec la branche de gauche correspondant a la réponse OU]I, et celle de droite a
NON. Supposez qu’'un ami pense a une lettre X, et qu’il est seulement prét a répondre OUI ou NON
a des questions concernant X. Votre tache est de

trouver X en posant ces questions. C'est équivalent a
construire un arbre binaire de code pour X.

== 1 bits
Nous avons donc vu qu’un code sans préfixe possédait
le grand avantage de pouvoir étre décodé facilement, | R
impose certaines contraintes notamment sur la
longueur des mots de codes. C’est ainsi qu'il existe | NP
pour les codes sans préfixe, une relation entre le !
nombre de mots de code et leur longueur (Figure 5). 11 Nombre de bits
n’est pas possible d’avoir beaucoup de mots de codes par mot

si ceux-ci sont trop courts. Cela limite clairement rigyre 5 Arbre d'un code sans préfixe de 4 mots.
I'efficacité du code comme nous avons pu le voir (94 Plus le nombre de mots est important, plus le
bits pour le code n°1 contre 143 bits pour le code n°2). nombre de bits par mot augmente.
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Pour aller plus loin

La relation entre le nombre de mots et leur longueur est présentée dans I'inégalité de Kraft.

Théoreme 6.8

Pour un code sans préfixe C comprenant n mots, la longueur des mots /; satisfait

n
Z 27li<1
i=1

[111| (110 [101 | [100 | [011 | [010 | [ 001 | [ 00O |

Figure 6. Cet exemple montre I'arbre de code, étendu a Imax niveaux, pour un code binaire avec Imax = 3 et n = 4. Les mots
de code correspondent aux nceuds en bleu. Le mot de code « 1 » interdit 2'max=lo =22=4 mots de code de longueur Imax, qui
sont représentés dans une bofite grise du niveau le plus bas. La somme des tailles des bofites grises sur tous les mots de
codes peut étre au maximum de 2'max,

Le but d’'un code utilisé pour la compression de données est de ,T‘
transformer le message d’origine X en une représentation Y la
plus compacte possible. Ainsi, le stockage et la transmission de
données sont plus efficaces, plus rapides ou moins coliteux. Mais | 0:1 | | 0 |

il est évident que la longueur de Y va dépendre de X. Par exemple,

étant donné le code de la Figure 7, le message X-=« 0000 » est [N:01] | 00 |
encodé par Y=« 1111 », alors que X =« LLDD » est encodé par le
bien plus long Y=« 001001000000 ». Par conséquent, pour
comparer lefficacité de deux codes C; et Cz nous devons
considérer la longueur moyenne par symbole d’entrée, défini Figure 7. Arbre de code pour un code

par: binaire avec n=4 et A={0, L, N, D}

L©) = ) il

i€A

[L:001 | |D:000]

Notons que la quantité L(C) ne dépend pas seulement du code C, mais aussi de la fréquence des
lettres dans X, c’est-a-dire de la distribution des probabilités de X. Si nous interprétons I'arbre de
code comme I'ensemble de questions a poser pour trouver le symbole X, alors L(C) est le nombre
de questions qu'il faut poser en moyenne.

Le célébre théoreme qui suit montre que I'entropie de X est une limite fondamentale a I'efficacité
de tout code sans préfixe.
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Théoreme 6.9 (Théoreme du codage de source-Shannon)

La longueur moyenne L(C) de tout code sans préfixe C satisfait H(X) < L(C), ou H(X)
désigne I'entropie de la source.

Ce théoreme de Shannon est vrai pour tout code sans préfixe. Nous voyons ici 'intérét de calculer
I'entropie de la source d’'information. En effet, celle-ci représente ce que I'on peut faire de mieux
en termes de longueur de mots avec un code sans préfixe. Naturellement, nous aimerions trouver
des codes les plus proches possible de cette borne fondamentale sur leur efficacité. Dans la section
suivante, nous allons décrire un code spécifique dont la construction est plut6t intuitive, puis
montrer que son efficacité est presque optimale.

4. Construction d’un code efficace

Plusieurs scientifiques se sont penchés sur le sujet afin de trouver une méthode systématique
permettant de de générer un code efficace. C’est-a-dire un code dont la longueur moyenne des
mots est proche de I'entropie.

Le code de Shannon-Fano est une procédure permettant de dériver un code efficace C étant
donnée une source d’information caractérisée par un alphabet d’entrée A et les probabilités
correspondantes {p1,pz,...,Dn}-

La procédure peut étre décrite comme ceci (cf. Figure 8) : S = «LIBELLULE»

1. Réordonner les symboles de A dans l'ordre a;| L E I B | U
décroissant de leur probabilité, c’est-a-dire 1) p;| a9 | 29 | 1/9 [ 179 | 170
P12 pz22...pn.

2. Séparer A en deux ensembles, I'ensemble de J/ l 1
gauche {ajas.,ai} et celui de droite
{Qx+1,Ai42,..,a,}, tels que les sommes des 2) L E I B U
probabilités de chaque ensemble soient aussi 4/9 2/9 | 1/9 | 1/9 | 1/9
proches que possible. En d’autres mots, séparer A @ L/ Ll
aussi réguliérement que possible par rapport aux
poids de probabilités. E | B | U

3. Répéter la deuxiéme étape pour les ensembles de  3) 2/9 | 1/9 19 | 1/9

droite et de gauche autant de fois que nécessaire,
jusqu’a ce qu’il ne reste qu'un seul symbole. u:jfs/ l“\ :ZI/ l,
4. Le code c(a) pour un symbole a est donné en

interprétant la gauche et la droite comme étant 0 4) E ' B U
ou 1 (ou vice-versa), et en concaténant ces bits. 2/9 || 1/9 || 1/9 || 1/9
Notons que dans le réordonnancement de la premiére [100][101|[110] 111 |

fatape., l'ordre entre_ de.ux symboles d? prOb_ablhteS Figure 8. Schéma représentant les différentes
identiques p; est arbitraire?. Il peut aussi y avoir deux gtapes de la procédure de Shannon-Fano a

solutions pour la séparation dans la deuxiéme étape, et travers [I'exemple dune séquence S =
donc un choix arbitraire. « LIBELLULE » donnant l'alphabet, A, suivant {L,
E I B, U}.

Un code possible généré par I'algorithme de Shannon-Fano est celui donné dans la Figure 8. Sa
longueur moyenne pour un mot de code est :

1 Ce choix donnera des codes différents, mais leur performance est garantie par le théoréme
6.10 dans tous les cas.
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9

9

° 4 2 1 1 1 _
L(C)=2pili=—x1+—><3+—><3+—><3+§><3z2.11[blt]
i=1

Son entropie, H(X) = — ¥7_, p; logp; ~ 2.06[bit].

Nous pouvons voir avec cet exemple que le code de Shannon-Fano a une longueur moyenne pour
un mot de code L(C) légerement supérieure a I'entropie H(X) de la source. Malheureusement, un
code tel que L(C) = H(X) n’existe pas toujours.

/ Essayons maintenant d’améliorer notre code pour en trouver un plus efficace a I'aide de la\
procédure de Shannon-Fano. Dans notre cas il faut 7 étapes afin de décomposer tous les
ensembles en symbole unique. La Figure 9 illustre la construction du code n°3 :

a;| espace | e o u a c i t

Q

f

r s v L k !

1) Pi

0,21 |0,12|0,09|0,06 | 0,06 | 0,06 | 0,06 | 0,06

0,03

0,03

0,03

0,03 |0,03|0,03|003|003|003

0/

V1

2)

espace | e o) u a c i t

Q

0,2

1 10,120,09 | 0,06 0,06 | 0,06 | 0,06 | 0,06

0,03

0,03

0,03

0,03 |0,03|0,03|003|0,03|0,03

0/

vl 0y

p
[y

3)

espace e o u a c i t

r S v L k !

0,2

1 0,12 0,09 | 0,06 | [ 0,06 | 0,06 | 0,06 | 0,06

0,03 | 0,03

0,03

0,03 (0,03 0,03|003|003|003

4)

5)

6)

7)

\_

0y V1 0y vl

0y

V1

e o u a c i t

r s % L k !

0,12 | [0,00] 0,06 | 0,06 0,06 | 0,06 0,06

0,03

0,03 | 0,03

0,03 10,03||0,03|003|0,03|0,03

0/

[010] 0y 41 0/ \1 0/ A1
o u a [ i

Q

V1 Oy V1
]

r s % L k

0,09 | (0,06 | [0,06 | [0,06] [ 0,06 |0,06]

0,03

0,03

0,03 003||003]003||003]|0,03

[0110| [0111] [1000] [1001] [1010] [1011]

0y

0V 1N 0N N1 N0 N[

Q

r S v L k !

0,03

0,03

0,03

003|003 |003]| |003| 003 |003

11000 [

Figure 9. Schéma illustrant la procédure de Shannon-Fano dans le cadre d’une source d’information émettant des
symboles ai ayant des probabilités d’apparition pi en accord avec le message "Que la force soit avec toi Luke !".

41

0¥
|

f

[12010] [12011][11100] [1110211110|[11111]

0,03

0,03

J
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/Ce qui permet d’obtenir le dictionnaire suivant : \

Code n°3

Symboles Probabilités Séquences binaires

Q 1/33 11000
u 2/33 0111
e 4/33 010
1 1/33 110010
a 2/33 1000
f 1/33 110011
o 3/33 0110
r 1/33 11010
c 2/33 1001
s 1/33 11011
i 2/33 1010
t 2/33 1011
% 1/33 11100
L 1/33 11101
k 1/33 11110
! 1/33 11111
espace 7/33 00

Nous pouvons remarquer que ce code est bien sans préfixe. Il semble étre efficace puisque
les symboles les plus probables utilisent les plus petites séquences binaires. Vérifions notre
impression en calculant la longueur moyenne des mots du code n°3:

17
1 2 4 7
L(C =Z ili=—X54+—X%X4+—%x3+:4+ — X 2 =3.79|bit
(€)= pili=33x3+33x%+33x3 33 & 113
i=1 — g 2 L 2 I &= Pespace
PqQ Pu Pe Pespace

Rappelons-nous que l'entropie de cette source d'information a déja été calculée (cf.
Equation 1) : H(X) = 3.76][bit].

Le théoréme de codage de source de Shannon est bien vérifié (H(X) < L(C)). Le code n°3
est méme tres efficace puisque la longueur moyenne des mots de code est trés proche de
I'entropie (H(X) = L(C)). Le code n°3 est donc quasi-optimal pour notre source
d’information.

Le début du message est maintenant représenté comme ceci :

Q u e I a f o r c e
11000| 0111 | 010 00 (110010 1000 | 00 |110011| 0110 |11010| 1001 | 010 00

Au final, grace au code n°3, le message «Que la force
soit avec toi Luke !» peut étre représenté avec 125
bits. Si 'on compare aux 231 bits nécessaires au
départ, la méme information a ainsi pu étre stockée
sur 1.85 (231/125) fois moins de bits.

Memory OK.

lue la force
soit avec toi

Luke !

\_
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Cependant, il existe un résultat rassurant (dont la preuve ne sera pas donnée ici) disant que la
compression de Shannon-Fano est presque optimale :

Théoreme 6.10

Pour le code de Shannon-Fano, L(C) < H(X) + 1. C'est-a-dire que la longueur
moyenne du code construit ne dépasse pas I'entropie de plus de 1 [bit].

En d’autres termes, 1 [bit] par symbole au plus est perdu par rapport a la borne inférieure
théorique donnée par le premier théoréme de Shannon. En pratique, H(X) est beaucoup plus grand
que dans nos exemples, et I'écart entre les bornes inférieure et supérieure devient sans
importance.

Remarquons que dans I'exemple de la Figure 8, il n’est pas réaliste de supposer que pour
construire le code, nous connaissions la séquence S a priori. L’objectif d’'un code est de permettre
de transmettre n'importe quel message, et donc nous ne pouvons pas supposer connaitre le S
exact qui sera transmis. Que pouvons-nous faire si nous devons construire un code C sans
connaitre S ?

Supposons que nous sachions que S est écrit en francgais. La fréquence relative des lettres en
francais est bien connue et possible a prédire dans un texte suffisamment long. Pour construire le
code C de notre exemple, I'essentiel était la fréquence des 5 différentes lettres. Ainsi, pour
construire un bon code pour tout message écrit en francais, nous pouvons utiliser des fréquences
relatives (« e » : 17.26%, « i » : 7.34%, « 1 » : 6.01%, « u» : 5.74%, « b » : 1.06%, etc.) et procéder
ensuite exactement comme dans I'exemple de la Figure 8 pour générer le code C. Ainsi construit,
ce code compressera tres bien le frangais. Par contre, la moyenne de la longueur des mots de code
sera sous-optimale si dans le texte transmis la fréquence des lettres est fausse, par exemple si le
code est utilisé pour transmettre un message en anglais.

/Nous avons jusqu’a présent seulement considéré un message spécifique généré par RZDZ.\
Le code trouvé est donc excellent pour compresser la phrase spécifique « Que la force soit
avec toi Luke ! » mais ne sera pas optimal pour compresser d’autres messages écrits en
francais. Pour permettre a R2D2 de stocker n’'importe quelle phrase frangaise de maniere
efficace, il faudrait construire un nouveau code prenant en compte la fréquence d’apparition
des lettres en frangais au lieu de celles spécifiques a notre message. Si I'on veut que R2D2
puisse parler anglais et stocker efficacement des messages dans cette langue, on pourra aussi
générer un autre code dédié aux messages anglais.

Coderg (pfrangais) Codeyne (panglais)

Que la force
soit avec toi

Luke !

May the
force be with
you Luke !

@'g @'g

Figure 10. Les codes générés seront optimisés par rapport aux fréquences relatives de chaque lettre dans chaque

langue.
. J
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Enfin, vous vous demandez peut-étre pourquoi les symboles sont réordonnés dans la premiére
étape de la procédure de Shannon-Fano. Considérons par exemple X avec les probabilités
suivantes :

ai 0 N L D

pi 0.48 0.47 0.03 0.02

Ici, le code de Shannon-Fano C correspondant a comme longueur de mots de code (1,2,3,3), pour
une moyenne L(C) = 1.57 [bit]. Il est tentant d’essayer d’améliorer le code en réarrangeant les
symboles pour obtenir une séparation plus réguliére :

a; 0 D N L

Di 0.48 0.02 0.47 0.03

Toutefois, cela produit un code C' avec comme longueur de mots (2,2,2,2), ce qui donne
L(C’) =2 > L(C).

5.Sources d'information avec symboles corrélés

Tous nos résultats jusqu’a maintenant supposent que les symboles individuels X;, X, ... sont
statistiquement indépendants, c’est-a-dire que les symboles ne s’influencent pas les uns les autres.
Autrement dit, si nous connaissons un sous-ensemble des symboles de X, cela ne nous aidera pas
a deviner les symboles manquants.

Cette hypothése n’est en fait pas réaliste pour beaucoup de sources d’informations. Par exemple,
supposons que le message X soit écrit en francais. Si nous savions que X = « PA_IS », nous
compléterions probablement le symbole manquant pour obtenir « PARIS ». Cela montre donc que
les symboles de X ne sont pas indépendants, et une question intéressante est de savoir si cela rend
la compression de données plus simple ou plus compliquée.

Un résultat fascinant et rassurant (qui est au-dela de la portée de ce chapitre) montre qu'il est
possible d’exploiter la corrélation entre les symboles pour réduire la moyenne de la longueur des
mots de code L(C), souvent bien en-dessous de I'entropie H(X).

Toutefois, cela nécessite des codes plus sophistiqués qui n’encodent pas juste chaque symbole
individuellement (comme nous I'avons fait précédemment), mais ou chaque symbole de sortie est
une fonction de plusieurs symboles d’entrée.

Comme exemple (un peu extréme) d'un code venant d’'une source de données
corrélées, supposons que nous générions la séquence X de la fagon suivante : nous sélectionnons
aléatoirement une lettre de S = « LIBELLULE », et nous répétons simplement cette lettre 100 fois.
Grace a cela, la personne qui envoie et celle qui recoit peuvent se mettre d’accord sur un
dictionnaire pour toute la séquence X plutot que pour une simple lettre ; ce dictionnaire ne
contient que les mots possibles :« LLL....L », « IIL...I », « BBB...B », « EEE...E », et « UUU...U ».

Sinous considérons la source d’'information qui génére n'importe quelle lettre simple X dans cette
séquence, son entropie est H(X) = 2.06 [bit] - la méme que celle calculée plus tot pour une lettre
simple dans une séquence de lettres indépendantes (cf. exemple de la Figure 8). Cela signifie qu’il
faudrait au minimum 206 bits pour coder chaque séquence S de 100 symboles.
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Cependant, X peut étre encodé de facon bien plus compacte qu’en utilisant une séquence de 100
symboles statistiquement indépendants : en fait, il suffit de transmettre le premier symbole X;.
Puisque le décodeur connait le dictionnaire, qui ne contient que des mots de 100 lettres
identiques, X; déterminera le mot de code sans ambiguité.

Cet exemple illustre le principe suivant : si les lettres d’'une séquence ne sont pas statistiquement
indépendantes, il est possible de réduire le nombre moyen de bits par lettre qu'un code doit
transmettre. Toutefois, pour obtenir ce gain, le dictionnaire doit associer plusieurs lettres a un
mot de code, et non plus une seule.

A\I otre message étant écrit en frangais, il contient une certaine redondance qu'il est possible\
de réduire. En frangais, toutes les combinaisons de lettres formant des mots ne sont pas
possibles. Nous pourrions ainsi imaginer qu’au moment du codage, R2D2 consulte un
dictionnaire de langue francaise pour supprimer les quelques lettres du message
n’apportant pas d’'information. Par exemple, le mot « avec » peut étre réduit a « avc » sans
créer d’ambiguité sur le message. Voici un exemple ou 'on supprime une partie de la
redondance du message :

Que|_|la|_| force | | soit || avec| | toi || Luke | |!]

g langue francgaise

Qe| |l|al |flor|c| |s|o|i|t] |alv|c| [tloli] |Ljulk] |!

1100001000110010100000 ... 0011111
I

11000010|00(110010{1000] 00 |... ..[00]11111
Q |e | [ a | _ |flo|r|c|_|s|oli|t]|_|alv|c|_|t]|o]i|_|L|ulk|_]| !

Decodage g langue francaise e,

G | [
. . —

Que|_|la| | force | | soit | |avec| | toi| | Luke| |! TF ?

e o

&

Nous pouvons supprimer 4 symboles de notre message sans en altérer son décodage. En
revanche, en faisant cela le travail du codeur et du décodeur se retrouve complexifié, ces
derniers doivent maintenant analyser chaque mot (groupe de symboles séparés par des
espaces) par rapport au dictionnaire frangais. Le codeur cherche a supprimer les lettres
redondantes, le décodeur trouve le mot de la langue frangaise le plus proche de celui qu’il a
recu. La suppression des 4 symboles permettrait de coder la totalité du message sur 112

Qits. /
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6. Compression avec perte

Nous avons fait une autre hypothése tres importante dans ce chapitre : le code doit étre non
ambigu, c’'est-a-dire non singulier. Cela garantit que le décodeur peut toujours décoder
correctement, quel que soit le message X. Néanmoins, il y a de nombreuses situations ou nous
pouvons assouplir cette hypothése, dans le but de rendre Y plus petit et donc de compresser plus.

Cette idée peut fonctionner pour la raison suivante : supposons que X représente une photo, que
nous voulons compresser pour gagner de I'espace de stockage (par exemple sur un téléphone
mobile). Ensuite, le décodeur reconstruira la photo, mais renverra une photo modifiée X" # X : le
message original X est perdu et ne peut pas étre reconstitué étant donné Y. Tandis qu'une erreur
de décodage comme celle-ci serait intolérable pour un texte ou pour un logiciel, elle est souvent
acceptable pour des contenus multimédia comme des images, vidéos ou musiques. C’est parce que
la personne qui utilise l'information, typiquement un humain, n’est pas capable de faire la
différence entre X et X, ou alors la différence n’est pas importante et peut étre justifiée par le gain.

La compression sans perte est significativement plus complexe que la compression non ambigiie,
parce qu'un bon code avec perte (lossy code) ne dépend pas que de la source d’'information X, il
dépend aussi de la tolérance a la distorsion de I'utilisateur final. Autrement dit, le code avec perte
doit savoir s'il est possible de remplacer X par X’. Par conséquent, la compression avec perte est
un domaine trés spécifique, parce que la distorsion entre X et X’ dépend de la sensibilité de chacun
et des limites de nos différents sens. Nous sommes familiers avec beaucoup de ces standards de
compression, comme MPEG pour les vidéos, JPEG pour les images, et MP3 pour des fichiers audio.
Ces standards sont actuellement le sujet de beaucoup d’efforts de recherches afin d’essayer de
trouver de meilleurs compromis entre la compression et la distorsion.

7.Conclusion

Les données que nous générons et utilisons contiennent souvent beaucoup de redondance. Grace
a cette redondance, ces données peuvent sans dommage étre altérées ou en partie supprimées :
vous serez toujours capable de lire un texte historique si, disons, 10 % des lettres ont été
endommagées dans le manuscrit.

Lorsque nous voulons transmettre ou stocker des données, cette redondance est souvent un
probléme, puisqu’elle demande une plus grande capacité pour le stockage ou la transmission.
Nous voudrions pouvoir supprimer cette redondance, en transformant (c.-a-d. en encodant) les
données de maniere a ce qu’elles utilisent le moins d’espace possible. Dans ce chapitre, nous avons
introduit la notion de source d'information, dans laquelle nous associons une probabilité a chaque
séquence possible de symboles. Nous avons ensuite défini la notion d’entropie d'une source
d’'information, qui est, dans un sens, la quantité d’information réelle générée par cette source. Un
bon code permet de supprimer la redondance dans les données d’origine et de ne transmettre que
I'information réelle.

Nous avons vu que pour un code sans préfixe et non ambigu, la longueur moyenne des mots du
code ne peut pas étre inférieure a 'entropie de la source. Cela signifie qu'il est possible de
supprimer la redondance des données, mais pas de faire plus : aucun code ne peut faire mieux que
cela.

Mais certains codes peuvent étre tres proches de cette limite fondamentale. Nous avons analysé
le code de Shannon-Faro, et montré qu’il peut se rapprocher d’un bit par symbole de 'entropie.
Ce résultat a néanmoins des limites : nous avons supposé que les symboles X1,X,... sont
indépendants et que leur distribution est connue avant la construction du code. En pratique, ces
hypotheses ne sont pas toujours vraies, et nous les avons faites pour simplifier I'’étude théorique.
De nombreuses recherches effectuées depuis les résultats pionniers de Shannon ont permis
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d’assouplir ces hypotheéses, et il existe en fait des codes trés puissants pouvant compresser
pratiquement toutes les séquences de maniere efficace. Ces codes jouent un role trés important a
beaucoup de niveaux dans l'infrastructure numérique ; sans eux, de nombreux services que nous
utilisons tous les jours seraient impossibles ou beaucoup trop cofiteux a faire fonctionner.

8. Exercices

1. Variables aléatoires et entropie
Pour chaque paire de mots ci-dessous, comparer leur entropie (<,=,>) :

= AAAAAAHH et HAHAHAHA

= ABBA et BEBE

= (CALC et CALCUL

= MEDITERRANNEE et MEDETERRENNEE
= EPFL et EEPPFFLL

2. Codage et décodage
On considere le code C suivant: ¢(1) = 0,¢(2) = 10,¢(3) =1100,c(4) = 1111.
Répondre aux questions suivantes :

1) Ce code est-il optimal ?

2) Vérifiez sil'inégalité de Kraft est satisfaite.

3) Ce code est-il sans préfixe ?

4) L’algorithme de Shannon-Fano pourrait-il générer ce code ? Si oui, trouver une séquence
S qui correspond.

3. Codes sans préfixe On consideére le code C suivant :

Y E 'S N |O
0 1]00/|01 10
1) Ce code est-il non singulier ?

2) Ce code est-il sans préfixe ?

3) Nous encodons la phrase « NO » avec ce code, et envoyons la séquence de bits qui en
résulte au décodeur.
Le décodeur essaie de trouver toutes les phrases qui correspondent a cette séquence de
bits. Combien de phrases trouve-t-il ? Que conclure ?

4. Longueur moyenne du mot de code et code de Shannon-Fano
On veut comprimer la phrase S = « ABRACADABRAA » a l’aide d’'un code binaire sans préfixe C.

1) Trouver la plus grande borne inférieure de la longueur moyenne par lettre pour ce code
(sans construire de code spécifique).
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2) Obtenez le code de Shannon-Fano C pour la phrase S. Dessinez l'arbre de code
correspondant.

3) Quelle est la longueur moyenne par lettre L(C) de votre code pour la phrase S ?

4) Si nous nous restreignons a utiliser un code qui ne tient pas compte des probabilités
d’apparition et qui utilise exactement le méme nombre de bits pour chaque lettre, de
combien de bits aurons-nous besoin pour représenter la séquence ?

5) Quelle est I'entropie H(X%) d'un symbole aléatoire dans S°=« CDCDCDCD »?

6) Si nous encodons cette phrase avec notre code C ci-dessus, quelle est la longueur
moyenne L(C) ? La borne L(C) < H(X?) + 1 tient-elle ici? Donner une bréve explication.

5. Jeu de devinette

Je choisis au hasard une case sur un échiquier standard, ou les piéces (tour, cavalier, fou, dame et
roi) et les pions sont placés dans leur position de départ :

EA s W omE
11T12/72/72
1
[ ]
r—
2R AR AR 2R
Boewd e

Le but est de deviner si la case choisie au hasard :

= estvide,

= contient un pion noir,

= contient une autre piece noire,

= contient un pion blanc,

= contient une autre piéce blanche.

Pour trouver la réponse, vous pouvez me poser des questions auxquelles je ne peux répondre que
par oui ou par non. Si vous utilisez une stratégie optimale, de combien de questions en moyenne
aurez-vous besoin pour obtenir la réponse ?
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Résumé

L’informatique est en passe de devenir une discipline obligatoire au gymnase. Beaucoup de
besoins nouveaux vont naitre de ce changement parmi lesquels il y aura la nécessité d’avoir des
manuels scolaires a disposition. Le plus simple dans ce cas (le moins coliteux en ressources)
est de partir d’un manuel existant et de 1’adapter aux besoins du public cible qui nous intéresse.
Dans le cadre de ce travail, il a été décidé de partir de I’ouvrage d’ André Schiper qui se nomme

« Découvrir le numérique : une introduction a I’informatique et aux systémes de
communication ». Le probléme est que cet ouvrage a été congu pour les éléves de 1ére année
de PEPFL qui ont un niveau plus ¢élevé que les éléves de 1¢re année d’école de maturité. Ceci
se refléte notamment de le chapitre n°6 portant sur la compression de données ou plusieurs
notions mathématiques d’un niveau avancé empéchent la bonne compréhension d’un éléve de
1% année d’école de maturité. La question est donc de savoir comment présenter la
compression de données a ces éleves ? Comment contourner les difficultés mathématiques ?
Quels sont les éléments a maintenir, quels sont ceux dont une reformulation est indispensable
? Quels sont ceux a supprimer, quels sont ceux a ajouter ? C’est en travaillant sur le 6eme

chapitre de cet ouvrage, que nous avons tenté de répondre a ces différentes questions.

Mots-clés

Informatique, Manuel scolaire, Compression, Compression de données, Enseignement de

I’informatique, Discipline obligatoire, Transposition didactique, Gymnase.
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