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Les fractions sont un des premiers et principauz terrains ou se développe
le dégotit des mathématiques et la conviction, a peu prés toujours fausse,
que l’on est incapable de cette activité "réservée aux plus intelligents”.

(Rouche, 1998, p. 1)

1 Introduction

Dans ce travail, nous nous intéressons aux difficultés rencontrées par les éleves du
secondaire supérieur dans la manipulation des fractions rationnelles. Nous identifions deux
sources possibles de ces difficultés : le concept de fraction et la factorisation.

Nous commengons par présenter différentes études sur les difficultés liées aux fractions
numériques. Ces études nous semblent pertinentes puisque la compréhension du concept
de fraction numérique est un prérequis a la compréhension de celui de fraction ration-
nelle. Nous tenterons ensuite de généraliser ces résultats aux fractions rationnelles. Nous
terminons par une breve présentation de la théorie de la variation. En effet, nous pen-
sons que cette théorie offre des pistes intéressantes de réflexion sur I'enseignement des
mathématiques, pistes que nous tenterons d’appliquer aux fractions rationnelles dans la

Discussion (Section 4).

1.1 Difficultés liées au concept de frbaction numérique

Une étude australienne a montré que seulement 46% des éleves du secondaire supérieur
étaient capables de manipuler avec succes les nombres décimaux, les pourcentages, les
fractions (numériques) et I’algebre de base (Brown et Quinn, 2006). Plus généralement,
plusieurs études (Brown et Quinn, 2006; Charalambous et Pitta-Pantazi, 2005; Lamon,
1999; Mack, 1990) indiquent que la non-acquisition du concept de fraction est un probleme
récurrent qui s’observe dans de nombreux pays. Il est donc intéressant de s’interroger sur

les obstacles inhérents a ce concept.



La plupart des auteurs s’accordent sur le fait que la compréhension des fractions est
difficile parce qu’il s’agit d’'un méga-concept, c’est-a-dire d’'un concept formé de sous-

concepts inter-reliés. Plus précisément, Kieren (1980) identifie 5 sous-concepts :

(i) la relation partie-tout : le numérateur et le dénominateur sont liés
(ii) la proportionnalité : une fraction est un rapport

)
)
(iii) le quotient : une fraction est le résultat d’une division
(iv) la mesure : une fraction est un nombre

)

(v) Vopérateur : une fraction peut agir sur d’autres valeurs

Ces cinq sous-concepts sont liés, la relation partie-tout étant un prérequis a 1’acquisi-
tion des autres. La notion de proportionnalité se distingue de la relation partie-tout dans
le sens qu’elle inclut la notion de fractions équivalentes : ;l et % représentent le méme
rapport de proportionnalité, méme si les numérateurs et les dénominateurs sont différents.

Selon Kieren (1980), ces sous-concepts devraient étre plus profondément travaillés
avant l'introduction du formalisme algébrique. En effet, selon cet auteur, les fractions sont
fréquemment enseignées a travers une liste d’algorithmes correspondant aux différentes
opérations. Or, ces algorithmes ne favorisent pas la compréhension des cinq sous-concepts
évoqués ci-dessus. En particulier, Wu (2001) préconise de retarder l'introduction du
concept de plus petit dénominateur commun et de préférer le développement complet

de 'expression

qui, selon lui, permet une meilleure compréhension de ’addition de fractions. De plus,
Resnick et collab. (1989) ont émis I'hypothese que le formalisme des algorithmes pou-
vait empécher 1'éleve de construire sa représentation sur la base de ses connaissances
antérieures. Autrement dit, 'approche algorithmique pourrait empécher la généralisation
du concept de nombre entier a celui de nombre rationnel.

Selon Kieren (1980), I’enseignement des fractions basé principalement sur I’approche
algorithmique a pour conséquence que, lorsqu’un éleve ne se souvient pas d’un algorithme,
il a tendance a appliquer des protocoles liés aux nombres entiers qui ne refletent pas les
propriétés fondamentales des fractions. L’exemple de la Fig. 1 (Peil, 2013), nous semble
particulierement bien illustrer cette idée.

Ce raisonnement est tout a fait cohérent lorsque 'on raisonne en termes de nombres
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FI1GURE 1 — Exemple de mauvaise compréhension du lien partie-tout

entiers, de réunions d’ensembles, mais il est erroné lorsque I'on se réfere aux fractions :
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Le lien entre la partie et le tout est occulté, ce qui entraine une perte de la proportionnalité.
De nombreuses études (Brousseau et collab., 2004; Charalambous et Pitta-Pantazi, 2005;
Lamon, 1999) recommandent donc d’insister sur la compréhension du concept de fraction
et de ne pas se focaliser uniquement sur ’aspect calculatoire des fractions. Selon Lamon
(1999), les éleves n’ayant pas acquis ces sous-concepts durant leur formation devraient étre
confrontés a des problemes visuels et verbaux permettant ’acquisition des sous-concepts
de Kieren, en particulier de la relation partie-tout. Mack (1990) propose un enseignement
des fractions qui soit ancré dans la connaissance informelle de 1’éleve, c¢’est-a-dire dans la
connaissance qu’il s’est construite dans son interaction quotidienne avec le monde. Il est
donc bon de proposer des problemes qui permettent aux éleves de développer une approche
intuitive du concept de fraction, c’est-a-dire de leur permettre d’ancrer ce concept dans

leur vécu plutot que de le présenter de maniere abstraite (algorithmique).

1.2 Généralisation aux fractions rationnelles

Si nous généralisons les résultats précédents aux fractions rationnelles, il apparait que
les éleves n’ayant pas acquis les algorithmes de calcul ne peuvent pas les retrouver de
maniére intuitive s’ils n’ont pas une bonne représentation du concept de fraction. Cet
aspect nous semble particulierement intéressant parce qu’il indique que, pour certains
éleves, les opérations sur les fractions ne sont pas cohérentes, elles ne représentent pas
une extension des opérations sur les nombres. De ce fait, on ne peut attendre des éleves
des opérations cohérentes sur les fractions (par exemple, des simplifications), puisque pour

eux le calcul fractionnaire n’a pas de logique en soi.



Il nous semble donc important d’offrir aux éleves 'opportunité de développer une
meilleure compréhension du concept de fraction afin de leur permettre d’ancrer dans leur
intuition les algorithmes relatifs. Nous proposerons donc dans la Discussion (Section 4)
quelques exercices permettant de travailler et de questionner cette intuition. Toutefois,
dans le cadre des fractions rationnelles, il nous semble difficile de lier les calculs demandés
a des situations réelles qui aient un sens pour 1’éleve. Nous présentons donc dans la sous-
section suivante ’approche de la théorie de la variation qui propose des pistes de réflexion
intéressantes pour permettre le développement d’une meilleure compréhension de concepts

mathématiques abstraits tels que les fractions rationnelles.

1.3 La théorie de la variation

Nous présentons ici la théorie de la variation telle qu’elle est présentée dans Kullberg
(2010). Nous n’avons malheureusement pas eu le temps d’intégrer les méthodes d’ensei-
gnement proposées par cette théorie dans nos séquences. Toutefois, nous pensons que cette
théorie offre des pistes de réflexion intéressantes que nous utiliserons dans la Discussion
(Section 4).

La théorie de la variation est basée sur le constat suivant : notre attention est sélective,
c’est-a-dire que nous sommes conscients d’une partie seulement de l'information dispo-
nible. Ce constat indique que l'information est traitée de maniere différenciée : notre
attention se focalise sur les aspects qui semblent pertinents et délaisse les autres aspects.
En témoigne le projet de recherche ” The invisible gorilla” ! (Chabris et Simon, 2013). Une
vidéo montre deux équipes de trois joueurs se faisant des passes avec un ballon de basket.
L’une des équipes est habillée en blanc, I'autre en noir. Il nous est demandé en début de
vidéo de compter les passes faites par 1’équipe blanche. Pour réaliser cette tache, il est
nécessaire de se focaliser sur les joueurs blancs et d’occulter les joueurs noirs. Le but de
I’'expérience est de montrer que lorsque notre attention est focalisée, certaines informa-
tions, pourtant non-négligeables, peuvent étre totalement occultées (dans ce cas, 'arrivée
d’une personne déguisée en gorille). Cette expérience illustre de maniére a notre avis tres
convaincante le phénomene de sélection de l'information. Un autre constat important

sur 'attention est que la maniere dont l'information est traitée dépend de 'individu qui

1. Si vous ne connaissez pas ce projet, nous vous invitons a regarder la premiere vidéo sur ce lien avant
de lire la suite du texte : http://www.theinvisiblegorilla.com/videos.html


http://www.theinvisiblegorilla.com/videos.html

percoit, de son expérience préalable. Par exemple, un pédiatre observant un enfant se
concentrera probablement sur d’autres aspects que les parents de ’enfant.

Dans le cadre de I'enseignement, un objet d’apprentissage peut étre vu de trois points
de vue différents : 1'objet d’apprentissage prévu (ce que I'enseignant veut faire apprendre,
en anglais intended object), I'objet d’apprentissage vécu (ce que les éleves ont effective-
ment appris, en anglais lived object) et ’objet d’apprentissage disponible (ce que 1'on peut
apprendre a partir de l'objet, en anglais enacted object). Il nous semble important de
garder a l'esprit ce point de vue phénoménologique sur les objets d’apprentissage : les
éleves n’ont pas un acces direct a 'objet d’apprentissage, mais ils le percoivent selon leur
propre vécu et leurs propres connaissances. En particulier, I’'objet n’est pas pergu par les
éleves de la méme maniere que par les enseignants, experts du domaine. Les éleves ne se
focalisent donc a priori pas sur les mémes aspects que nous et peuvent de ce fait occulter
des informations dont ils ne saisissent pas la pertinence.

Selon la théorie de la variation, il est donc important que 1’objet d’apprentissage dis-
ponible permette aux éleves de comprendre les caractéristiques essentielles d’'un objet et
ainsi de sélectionner de maniere pertinente 'information. Les éleves doivent expérimenter
eux-memes les variations possibles d'un objet pour en comprendre les caractéristiques
essentielles. Il est en effet inutile de leur dire explicitement ces caractéristiques car elles
ne peuvent pas éetre distinguées si elles n’ont pas été expérimentées par 1’éleve lui-méme
au préalable. Ce dernier constat nous semble tres intéressant car il explique pourquoi les
mises en garde répétées contre certaines erreurs sont sans effet sur les éleves.

L’objet d’apprentissage disponible se définit donc par les variations et les invariants de
I'objet dont il permet I'expérience. Les partisans proposent donc aux enseignants d’analy-
ser au préalable leurs cours selon cette optique. Marton et Booth (1997) (cités par Kullberg

2010 roposent quatre méthode permettant d’expérimenter les variations d’un objet :
prop q p p J

(i) le contraste : donner des exemples et des contre-exemples
(i) la séparation : ne faire varier qu’une caractéristique essentielle pour la rendre plus
facile a distinguer
(iii) la fusion : mettre ensemble des caractéristiques qui avant étaient séparées
(iv) la généralisation : donner beaucoup d’exemples pour permettre la déduction des

points communs

Il s’agit donc de confronter les éleves a ces différentes variations pour leur permettre



d’expérimenter les caractéristiques essentielles d’'un objet d’apprentissage et ainsi de les
discerner dans les applications futures de cet objet. Nous donnerons des applications d’une

telle analyse de ’objet d’apprentissage disponible dans la Discussion (Section 4).

Dans la suite de ce document, nous commencons par présenter brievement la séquence
d’enseignement que nous avons donnée sur les fractions rationnelles (Section 2). Nous
nous concentrons principalement sur les objectifs de la legon, les difficultés attendues et le
matériel que nous avons préparé pour cette séquence. Nous analysons ensuite les résultats
obtenus aux différents tests passés par les éleves, en nous concentrant particulierement
sur les erreurs relatives aux fractions rationnelles (Section 3). Nous discutons enfin ces

résultats et proposons des améliorations de séquence possibles dans la Section 4.

2 Présentation de la séquence d’enseignement

Nous présentons ici les aspects de la séquence d’enseignement qui nous semblent les
plus pertinents. Des détails supplémentaires sur 'analyse de la séquence se trouvent en

Annexe A.

2.1 Contexte

La séquence d’enseignement, que nous avons nommée ”étude de fonctions rationnelles”

travaillait deux aspects :

(i) la réduction de fonctions rationnelles, ce qui implique de connaitre les regles de
calcul sur les fractions rationnelles pour ’addition, la soustraction, la multiplication
et la division

(ii) I’étude de fonctions, ¢’est-a-dire la détermination du domaine de définition, des zéros

et du tableau de signe, ainsi qu’éventuellement 1’esquisse du graphe.

Notons que les fonctions polynomiales seront aussi abordées dans 1’étude de fonctions.
Cette séquence a été donnée a deux classes différentes, que nous appellerons classes S

et T. Elle a duré 14 périodes (sans compter I’évaluation). Le cours a été donné a la classe

T du 19 mars au 22 mai et a la classe S du 16 avril au 8 mai. Deux optiques différentes

ont été adoptées :



OT Technique sur les fractions rationnelles et ensuite étude de fonctions

OS Etude de fonctions rationnelles en incluant la technique sur les fractions rationnelles

L’idée derriere 'optique T était de se concentrer sur les aspects techniques des fractions
rationnelles avant d’aborder une application possible, tandis que l'idée derriere 'optique
S était de motiver des le départ I’aspect technique par une application possible. Notons
que malgré ces différentes optiques, les exercices donnés aux éleves étaient les mémes.
Nous présenterons ces exercices plus loin dans cette section, mais nous nous attardons
avant sur les objectifs minimaux que nous nous sommes fixés pour cette séquence et sur

les difficultés envisagées pour ce sujet.

2.2 Objectifs minimaux

Les objectifs minimaux sont les suivants

Savoir simplifier une fraction rationnelle
Maitriser le calcul avec les fractions rationnelles (les 4 opérations)
Pouvoir déterminer le domaine de définition d’une fonction/inéquation rationnelle

Savoir étudier le signe d'une fonction polynomiale ou rationnelle

AR

Savoir résoudre les inéquations rationnelles

2.3 Obstacles et difficultés

N’ayant jamais enseigné ce sujet au préalable, il nous était difficile de bien évaluer
les obstacles a l'apprentissage inhérents au sujet. Nous avions envisagé les difficultés et

obstacles suivants :
1. Problemes calculatoires :

(a) Confusion des régles de calculs multiplication / addition

(b) Regles de base (priorité, changement de signe, ...)

Gestion du signe d’une fraction
Difficultés a factoriser
Simplifications abusives

Détermination du plus petit dénominateur commun

I R

Exclusion des valeurs interdites des solutions pour les (in)équations



7. Regles de calcul des inéquations (multiplication par -1, interdiction du multiplier
par une quantité contenant 'inconnue)

8. Détermination de I’ensemble solution d’une inéquation (bornes incluses ou non,
solutions isolées, cas ou il n’y a pas de solution)

9. Confusion entre valeurs interdites et zéros

10. Domaine de définition a faire avant la simplification

Nous mettons en gras le type de difficultés sur lequel nous avons choisi de nous focaliser

dans ce travail.

2.4 Exercices

Nous avons élaboré deux fiches d’exercices 1'une sur les fractions rationnelles (An-
nexe B) et lautre sur les inéquations et les études de signe (Annexe C). Nous nous
focalisons ici sur les exercices concernant les fractions rationnelles.

Pour la conception des exercices, nous nous sommes inspirées des exercices de Bovet
(1998) et d’exercices empruntés a des collegues. Nous avons congu des exercices en accord
avec nos objectifs principaux. En particulier, nous avons choisi de minimiser les difficultés
liées a la factorisation, notamment en choisissant majoritairement des fractions a une
variable et relativement simples a factoriser. Notons qu’un seul exercice (Exercice 5, point
6) contient une division euclidienne étant donné que 'une de nous n’avait pas encore
étudié ce sujet en classe.

Nous avons naturellement choisi de commencer par la simplification. Contrairement
a certains manuels, nous avons choisi de traiter la multiplication et la division avant
I’addition et la soustraction, ces derniers sujets nous semblant les plus difficiles.

Les solutions des exercices ont été mis a disposition des éleves, ainsi qu'un corrigé
détaillé pour les exercices 4 et 5. Par manque de temps, et ce sujet n’apparaissant pas au

programme, nous n’avons pas traité les exercices 6 et 7 sur les équations rationnelles.

2.5 Prétest

Partant du principe que 1'étude des fractions rationnelles se base sur les regles de
calcul des fractions numériques, nous avons effectué un prétest (Annexe D) pour évaluer
le niveau des éleves sur ce sujet. Nous avons choisi de ne pas tester uniquement le calcul

fractionnaire mais aussi la priorité des opérations et la gestion des signes.

10



Dans les deux classes, les éleves ont du rendre leur copie qui a été corrigée de maniere
détaillée. Un corrigé (manuscrit) a été mis a disposition des éleves. Dans la classe T,
les quatre exercices (6, 12, 15 et 16) ayant posé le plus de problemes ont été corrigés au
tableau. Dans la classe S, I’enseignante ayant remarqué que la plupart des éleves n’avaient
pas fait leur travail correctement (réponses copiées, réponses sans calcul détaillé, questions
non abordées), elle a décidé de ne pas faire de corrigé au tableau mais d’offrir de répondre

individuellement aux questions relatives a ce pré-test, offre n’ayant recu aucune demande.

2.6 Minitest (Classe T)

Des minitests d'une petite dizaine de minutes ont fréquemment lieu dans la classe T.

Le minitest de notre séquence est composé des trois questions suivantes :

22 —5r+6
1, ———

322 — 12
5 dxy — 12y
99— 3x

?4+4r+3 z+1
4r +4 2+ 3z

qu’il s’agit d’effectuer et/ou réduire.

Ce minitest a eu lieu plus tot qu’initialement prévu en raison du départ d’une éleve
a qui il manquait une note. Le minitest prit place lors de la troisieme période sur les
fractions rationnelles ; pour cette raison, il n’évalue que la simplification et le produit de

fractions.

2.7 Test

Nous présentons ici le test préparé pour évaluer les acquis des éleves en fin de séquence
d’enseignement. Le test comportait deux séries de difficulté jugée équivalente. Une série
du test est disponible en Annexe E.

Le test a été développé dans le but d’évaluer les objectifs minimaux présentés en 2.2
(Questions 2 et 3). Nous avons ajouté deux autres questions testant la capacité des éleves
a changer de point du vue (Questions 1 et 4). Nous discutons brievement le choix des

quatre questions :

e La Question 1 teste le changement de point de vue consistant a déduire le tableau

de signe de la fonction d’apres son graphe. Cette question est similaire a 1’exercice

11



4 sur les inéquations.

e La Question 2 teste les objectifs 1) et 2) : la simplification des fractions rationnelles
et la maitrise du calcul y relatif. Cette question est similaire aux exercices 4 et 5 sur
les fractions rationnelles. Nous reviendrons plus en détails sur cette question plus
loin.

e La Question 3 teste les objectifs 3) 4) et 5) : la notion de domaine de définition,
I’étude de signe et la résolution d’inéquations rationnelles. Cette question est si-
milaire aux exercices 5 et 6 sur les inéquations. Sur les quatre inéquations, deux
sont déja factorisées pour nous permettre d’évaluer les objectifs liés aux tableaux
de signe et aux inéquations méme chez les éleves ayant des difficultés a factoriser.
Notons que les deux autres inéquations sont tres similaires aux points 5 e) et 6 a)
qui ont été corrigés en classe.

e La Question 4 teste un autre changement de point de vue. On donne a ’éleve un
tableau de signe et il doit trouver une fonction correspondant a ce tableau. Il doit
aussi esquisser le graphe d’une fonction correspondant a ce tableau. Nous avons
choisi de considérer cette question comme un bonus vu que ces aspects n’avaient

pas été entrainés en cours.

Notons que les questions pour les deux séries étaient tres similaires. En particulier,

pour la Question 2, nous nous sommes contentées de changer 1’ordre.

3 Analyse des résultats

Nous commengons par une bréve analyse du prétest et du minitest (classe T). Nous
analysons ensuite le test de maniere globale, puis la question 2 de maniere détaillée. Nous

observons d’abord les résultats a cette question puis le type des erreurs commises.

3.1 Prétest

Les résultats du prétest des éleves des deux classes sont tres proches nous les présentons
donc ensemble. Les résultats sont présentés sur la figure 2.

Les trois premiers calculs testaient la gestion des signes lors du produit de nombres
entiers et n’ont pas posé de probleme. Les produits de fractions ont posé plus de problemes.

Les éleves faisaient régulierement des erreurs de signe ou ne donnaient pas leur réponse

12



40 8

20 |

Nombre de points obtenus

10 ¢ 8

0 [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Question du prétest

FIGURE 2 — Diagramme en colonnes du nombre de points obtenus au prétest pour les
deux classes

sous forme de fraction réduite. Les calculs 6 et 8 évaluent la priorité des opérations et
ont eu des résultats assez mauvais, seuls 30 a 35% des éleves ont réussi ces calculs. Les
résultats des questions 14 et 15 sont tres différents malgré la similitude des énoncés.
Beaucoup d’éleves ont inversé le (-3) au lieu d’inverser le ”dénominateur” de la division,
de plus le numéro 15 nécessitait une simplification, souvent oubliée, moins évidente qu’au
14. Ces résultats ont été communiqués et commentés aux éleves et les questions (6, 12,

15 et 16) ayant les plus mauvais résultats ont été faits au tableau dans la classe T.

3.2 Minitest

Comme déja mentionné, ce minitest est plutot facile. La moyenne de classe est de 3.9
mais les éleves ont la possibilité de ne pas faire compter leur note et la moyenne passe a
4.6, avec une médiane a 5, si on ne considere que les notes qui comptent.

Les erreurs le plus fréquemment rencontrées sont :

1. des simplifications abusives
2. des factorisations partielles

3. une mauvaise gestion du signe

13



3.3 Test

Nous avons remarqué que ce sujet posait énormément de problemes a nos éleves. De
nombreux éleves étaient fortement handicapés par leurs lacunes en factorisation malgré
notre décision de ne pas compliquer inutilement cet aspect des fractions rationnelles. Les
résultats du test indiquent que, pour de nombreux éleves, les objectifs minimaux ne sont
pas atteints.

La moyenne de la classe T est de 3.82 et celle de la classe S 3.85. Etant donné que nous
n’avons par remarqué de différences significatives entre les deux classes, nous présentons
les résultats des deux classes simultanément. La figure 3 montre le diagramme en colonnes
des résultats obtenus au test. Cette figure illustre le fait que la note de la plupart des éleves

se situe entre 3 et 4.

Nombre d’éleves

ar

I
1.5 2 25 3 35 4 45 5 55 6
Note obtenue

FI1GURE 3 — Diagramme en colonnes des notes obtenues au test pour les deux classes

Comme nous travaillons sur les difficultés des éleves au niveau des fractions ration-
nelles, nous allons analyser de maniere plus détaillée la Question 2 du test. Les points
obtenus a cette question sont illustrés sur la figure 4. La moyenne des points obtenus a
cet exercice est de 4.3 sur 10 possible. Comme nous pouvons l'observer sur le diagramme

en colonnes, seuls 14 éleves sur 39 ont obtenu la moitié des points ou plus a cet exercice.
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Nombre d’éleves

RiTIAE

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nombre de points obtenus

FIGURE 4 — Diagramme en colonnes du nombre de points obtenus a l’exercice 2.

Nous analysons plus en détails les erreurs de cingq des huit questions du probleme, a

sSavoir :

(a) (—3)+(g—%> @ 2 4573

z—1 xz—22

7 203 — 32?2 +40x -6 22+ 2
=5+ 11 (e) > " 622 —
(b) 3 (4 122 6x 9x
5+Z 16 (f):r:—Q T+ 2

3 r+2 x-—2

Nous avons choisi d’analyser les deux questions relatives aux fractions numériques
dans I'idée de comparer les résultats avec ceux du prétest. Les autres questions ont été
choisies car les erreurs observées étaient principalement des erreurs relatives au calcul
fractionnaire (contrairement & certaines questions ou la factorisation a posé le plus de

problemes). Une liste exhaustive des erreurs observées est disponible en Annexe F.

3.3.1 Fractions numériques

Nous avons repris les questions (a) et (b) car elles correspondent aux plus mauvais

résultats du prétest. Comme dit précédemment, seuls 20 & 37% des éleves les avaient
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résolues correctement. En effet, a la question (a), beaucoup d’éleves avaient inversé le
(=3) au lieu d’inverser la deuxieme partie de la division (erreur a(3) de ’Annexe F)Z.

Plus de la moitié n’avaient pas du tout fait la question (b) dans le prétest.

(a) | (b)

Pretest_S | 28% | 37%
Test_S 40% | 60%
Pretest_T | 20% | 25%
Test_T 26% | 85%

TABLE 1 — Comparaison des résultats au prétest et au test. La lettre S (ou T) indique la
classe concernée.

Les résultats au test se sont améliorés, comme le montre la Table 1.

La question (a) a continué de poser beaucoup de difficultés : les erreurs commises sont
recensées dans la liste des erreurs (Annexe F). La simplification par g a été l'erreur le
plus souvent commise.

Par contre les résultats pour la question (b) se sont nettement améliorés : les erreurs
énumérées dans I’Annexe F apparaissent plus rarement dans le test que dans le prétest.
Notons que de nombreux éleves de la classe S n’avaient pas abordé cette question dans le

prétest, qui était I’avant-derniere de la liste.

3.3.2 Fractions rationnelles

Les trois questions portant sur le calcul des fractions rationnelles dont nous allons

analyser les erreurs sont les suivantes :
2 5 — 3z
d
(d) r—1 x—2?
20 =32 +4r — 6 x*+2

(e)

1222 " 622 — 9z
r—2 x+2
() -
r+2 x-—2

Il y a deux additions nécessitant peu ou pas de factorisation et une division nécessitant
I'utilisation de groupements, méthode sur laquelle aucun accent particulier n’a été mis
rendant cette factorisation difficile. Ces deux types d’exercices étant assez différents, il

nous parait intéressant d’en comparer les résultats.

2. La notation a(3) correspond & l’erreur numéro 3 de la question (a) dans la liste des erreurs détaillées
en Annexe F
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d e f
Points obtenus (moyenne) | 0.68 | 0.55 | 0.68

Points possibles 1.5 2 1.5

Optique S Points obtenus (%) 45% | 28% | 45%
Tous les points 10% | 5% | 15%

Aucun point 20% | 20% | 20%

Points obtenus (moyenne) | 0.68 | 0.79 | 0.66
Total points possibles 1.5 2 1.5
Optique T Points obtenus (%) 45% | 40% | 44%
Tous les points 16% | 11% | 16%
Aucun point 26% | 11% | 32%

TABLE 2 — Résultat pour les points (d), (e) et (f) pour les deux classes.

Les résultats de ces calculs sont assez proches d’une classe a I'autre. En moyenne 45%
des points ont été obtenus sur les additions et entre 28 et 40% pour la division. Pour
la question (e) la majorité des éleves a inversé correctement la deuxieéme fraction mais

beaucoup n’ont pas su comment factoriser ou ont fait des erreurs dans le groupement.

3.3.3 Classification des erreurs

Nous avons détaillé en Annexe F la majorité des erreurs commises dans ces cingq
questions et nous allons maintenant les classifier selon le type d’erreur. Nous n’indiquons
pas les erreurs de factorisation car il nous semble moins pertinent de les classifier. Nous
allons les regrouper selon les difficultés et obstacles précisés dans I’analyse préalable de la

séquence. >

1. Confusion des opérations : a(6) b(1,3) d(4,7) e(1,2)

2. Regles de base(calcul littéral, signe, priorités,..) : a(3,4,6) b(4) d(3,5,6) f(4,5)

3. Gestion du signe d’une fraction : a(2) b(2) d(5,6) f(3)

4. Simplifications abusives : a(1,4,5) b(2) d(2,4,) e(1,2) {(2)

5. Détermination du ppmec : d(1,7) (1)

6. Fractions non-réduites : a(7,8)

Cette classification des erreurs met en évidence une grande quantité de simplifications
abusives comme nous le prévoyions avant la séquence.

Nous remarquons aussi la non maitrise des regles de calcul de base comme le calcul

littéral, la priorité des opérations (manque fréquent de parentheéses) et une mauvaise

3. Les erreurs détaillées en Annexe F sont répertoriées selon le type d’erreur commise. Par exemple
a(6) est dans la liste de Confusion des opérations car nous considérons que l’erreur numéro 6 de la question
(a) est une confusion entre les algorithmes d’addition et de multiplication.
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gestion du signe moins. Nous faisons la différence entre la gestion du signe - devant une

fraction ce qui entraine le type d’erreur a(2)

11 —11
16 —16

et les erreurs de signe plus courantes comme l'oubli de la distribution du signe - devant
une parenthese.

Néanmoins toute classification est arbitraire et certaines erreurs peuvent étre at-
tribuées a plusieurs facteurs. Par exemple, les deux erreurs de la question e, rappelées
ci-dessous en sont un exemple. Il peut s’agir de simplifications abusives mais aussi de

confusion des opérations.

20° = 3% +4x -6  2°+2  (2®+2)22—=3] 2?42
1222 T 622 — 9z 1222 " 3x(22—13)

et
20° =32 + 4w — 6 2 +2 (2?7 +2)(22—73] 3z(22—3]

1222 " 622 — 91 1222 2 42

Dans le premier cas, il y a peut-étre confusion entre ce qui est autorisé lors d’'une mul-
tiplication et lors d’une division, dans le deuxieme cas il s’agit plus probablement de
simplification abusive.

Concernant les simplifications abusives justement, les éleves semblent parfois pris dans
un ”élan” de simplification et ils suppriment tout ce qui est commun. L’erreur d(4) peut

étre assimilée a ce type d’élan.

2 +5—3x_ 2 +5—3$
-1 z—-22 z—t z(l—7J

Ce méme type de simplification fut rencontrée en classe dans un exercice de tableau
de signe d'une fonction polynomiale ot un éleve simplifie un facteur commun plutot que
de le mettre en évidence.

Ce type d’erreur montre que les éleves ne savent pas toujours ce qu’ils font, ils ont
certains automatismes et les utilisent sans se demander si le contexte le permet. Dans
le cas présent, cette erreur semble liée aux simplifications de fractions rationnelles mais
dans un contexte de travail sur des fonctions ou des polynomes en général, il arrive que

des éleves divisent par un facteur commun comme ils le font lors de la résolution d’une
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équation.

En ce qui concerne les fractions non-réduites, I'erreur b(7), par exemple,

7 88
St (LUY_ 5
5+ % 16) 2

nous semble indiquer une non-compréhension de la barre de fraction comme une division.
Les éleves ayant laissé leur réponse sous cette forme (3 au moins) 'auraient sans doute
Ceas . L . T . 88 352
simplifiée, du moins en partie, si la fraction avait été écrite sous la forme suivante —-+—.
3 3
Notons que nous avons remarqué plusieurs cas de fractions rationnelles non-réduites, mais
étant donné les nombreuses fautes préalables, il nous semblait peu pertinent de les lister
dans I’Annexe F. De plus, certaines fractions n’ont pas été réduites car non factorisées au

maximum.

4 Discussion

Nos résultats nous semblent indiquer que la plupart des éleves ont une compréhension
insuffisante des algorithmes de calcul pour pouvoir les appliquer de maniere pertinente.
Nous pensons qu’il est important, en tant qu’enseignants, de permettre le développement
chez 1’éleve d'une approche intuitive des fractions, approche qui devrait permettre une
meilleure compréhension des algorithmes de calcul et de leur cohérence. De plus, la plupart
des éleves ne semblent pas saisir la logique derriere I'opération de simplification, ce que
nous imputons, du moins dans une certaine mesure, a une mauvaise compréhension des
concepts de facteur et de factorisation. Nous tentons de proposer des pistes pour remédier

a ces difficultés dans les deux sous-sections suivantes.

4.1 Difficultés liées au concept de fraction

Comme I’a montré le minitest, si les éleves commettent des erreurs de simplifica-
tion lorsque seules les multiplications de fractions sont abordées, ces erreurs s’amplifient
considérablement des que 1’on introduit I’addition de fractions. Si cette augmentation des
erreurs peut s’expliquer par une surcharge cognitive ou par des confusions d’algorithmes de
la part des éleves, nous aimerions discuter ici les problemes liés a I’apparente incohérence,

pour certains éleves, des algorithmes de calcul liés aux fractions. Il nous semble en effet
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possible de travailler a une meilleure représentation de ’addition chez les éleves. Nous
postulons de plus qu’'une meilleure représentation des opérations permettrait de diminuer
les erreurs liées a la confusion entre les différents algorithmes associés.

Afin d’améliorer la représentation du concept de fraction, nous proposons, dans un pre-
mier temps, de commencer la séquence par quelques problemes verbaux (sans formalisme
algébrique) permettant aux éleves d’ancrer leur approche des fractions rationnelles dans
leur expérience personnelle. Ces problemes devraient refléter les différents sous-concepts
de Kieren mentionnés dans I'Introduction, a savoir le relation partie-tout, la proportion-
nalité, le quotient, la mesure et 1’opérateur.

Par exemple, Sierra (2007) parle du désamour que beaucoup d’éleves ont des fractions.
Elle présente des exemples d’introduction aux fractions qui, selon elle, doivent permettre
de donner un sens aux fractions et par la augmenter leur motivation a s’y plonger. Elle
propose par exemple un débat en classe (niveau 9 HarmOS) autour de la question sui-

vante :

Sur 4 lancers francs, Luc réussit 1 panier. Sur 5 lancers francs, Jacques réussit

2 paniers. Qui est le joueur le plus habile ? Luc/Jacques/Idem/Autre

Elle reformule ensuite la question aupres d’un éleve : ”Imaginez que vous étes un jury
qui devez décider quel est le gagnant au regard de ces résultats...”. Les valeurs numériques
sont volontairement petites dans 'espoir que tous les éleves se sentent aptes a participer.
De plus, le fait que trois paniers soient ratés dans chaque cas doit permettre d’identifier
les éleves qui comparent numérateur et dénominateur au lieu de comparer les fractions
comme un tout.

On remarque que cet exercice tres simple met en sceéne quatre sous-concepts. La re-
lation partie-tout est testée puisque les éleves doivent mettre en rapport le nombre de
paniers réussis avec le nombre de lancers francs; on ne peut trouver la bonne réponse si
I’on ne considere que les paniers réussis. Pour comparer les résultats les éleves doivent
donc considérer la proportion de réussite de chaque joueur, la fraction devient donc me-
sure car 'on ordonne les fractions selon leur valeur, c’est-a-dire leur quotient. Notons
que, au basket, on se réfere souvent au pourcentage de réussite d’un joueur et les éleves
connaisseurs de basket ont utilisé cette méthode pour départager les deux joueurs. Elle
propose une suite a l'exercice : "Qui est le plus habile? Paul avec 14 lancers sur 25 ou

Pierre avec 448 lancers sur 800 7”7, ce qui permet de tester I’équivalence de fractions dont
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la relation partie-tout est différente.

Si cet exercice est intéressant, il nous semble trop simple et trop éloigné du calcul avec
les fractions rationnelles pour étre vraiment pertinent pour la majorité des éleves (bien
que nous pensions que ces exercices soient utiles pour les éleves n’ayant pas compris le
concept de fraction numérique). Nous proposons donc d’ajouter des questions incluant

des variables, par exemple :

Un groupe d’amis s’entraine au basket en faisant des lancers francs. Ils comptent

le nombre de paniers réussis et en déduisent leur taux de réussite.

(a) Annie a réussi 14 paniers. Sachant que son taux de réussite est de 3
combien a-t-elle fait de lancers francs?

(b) Paul a fait 24 lancers francs et Sophie en a fait 36. Sachant que 20 paniers
ont été réussis entre les deux joueurs et que le taux de réussite des joueurs
est le méme, combien de paniers a réussi Paul ?

(¢) Arnold a fait deux fois plus de lancers francs que Véronique, mais Véronique
a mis trois fois plus de paniers que lui. Combien de fois plus grand est le

taux de réussite de Véronique par rapport a celui d’Arnold ?

Ici encore les mémes quatre sous-concepts de Kieren sont testés : le lien partie-tout par
le fait que le nombre de paniers doit étre rapporté au nombre de lancers, la proportionnalité
a travers la notion d’équivalence de différentes fractions, le quotient et la mesure a travers
la comparaison des résultats.

Pour introduire des polynomes plus complexes, nous proposons le type d’exercices
suivant, tiré de Failletaz et Salvadore (2010, p. 40), qui permet aux éleves de réfléchir
aux fractions rationnelles en termes de rapport (plutot que se fonder uniquement sur le

formalisme algébrique) :

Que vaut x si ..

(a) le double de I'inverse de x* est égal & z + 17
(b) le triple de I'inverse de % + 1 est égal & 2° — 17
(c) le produit du double de l'inverse de 2z — 1 par le triple de Iinverse de

1
3+ 1 est égaléa?

Finalement, nous proposons de commencer les exercices sur ’addition de fractions ra-

tionnelles en la présentant comme une généralisation de ’addition des fractions numériques.
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Nous pensons que l’exercice suivant facilite le développement du lien entre les fractions

numériques et les fractions rationnelles :

5
(a) Effectuer le calcul suivant - +3

(b) Généraliser votre résultat au cas suivant g + g

(c) Vérifier que vous obtenez la méme réponse qu’au point (a) en remplagant
x par 3 dans votre réponse au point (b).

(d) Généraliser votre résultat au cas suivant g + ;

(e) Vérifier que vous obtenez la méme réponse qu’au point (a) en remplagant
y par 2 dans votre réponse au point (d).

(f) Généraliser votre résultat au cas suivant g + 5

(g) Vérifier que vous obtenez la méme réponse qu’au point (a) en remplacant
x par 3 et y par 2 dans votre réponse au point (f).

(h) Généraliser votre résultat au cas suivant ; +2

(i) Vérifier que vous obtenez la méme réponse qu’gu point (a) en remplacant
x par 3, y par 2 et z par 5 dans votre réponse au point (h).

(j) Généraliser votre résultat au cas suivant % 42

(k) Vérifier que vous obtenez la méme réponse qu’au point (a) en remplagant

x par 3, y par 2, z par 5 et t par 7 dans votre réponse au point (j).

Nous pensons que ce genre d’exercices pourraient permettre a 1'éleve de développer
une meilleure intuition de l'algorithme d’addition, notamment grace aux questions de
régulation qui permettent a I’éleve de vérifier ses réponses au cours de I'exercice. Evidem-
ment, la bonne réussite de cet exercice suppose que le point (a) soit résolu correctement.

Nous pensons donc qu’il serait judicieux de ne pas commencer la séquence d’ensei-
gnement sur les fractions rationnelles par une présentation des différents algorithmes de
simplification et de calculs, mais de prévoir quelques périodes dédiées au concept de frac-
tion rationnelle comme extension des fractions numériques et cela notamment a travers

les cinqg sous-concepts de Kieren.

4.2 Difficultés liées a la factorisation

Nous nous intéressons maintenant aux problemes liés a la factorisation. En effet, nous

avons remarqué que certains éleves ne ”voient” simplement pas quand il est possible ou
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non de simplifier. En effet, en observant les erreurs, ce qui nous a le plus surpris, c¢’est de
voir que nous avions mis en garde a plusieurs reprises les éleves contre celles-ci. Dans un
premier temps, nous avons pensé que les éleves avaient été particulierement inattentifs et
nous en avons ressenti une certaine frustration. Cependant, nous avons ensuite repensé a
I’expérience du gorille invisible que nous mentionnons dans I'introduction. Si nous pouvons
occulter le gorille, comment s’étonner qu’ils puissent occulter certaines informations que
nous leur donnons pendant les cours?

Nous nous proposons donc de nous baser sur la théorie de la variation présentée
dans la sous-section 1.3 pour développer des exercices qui permettent potentiellement
de remédier a ce probleme d’informations occultées. Pour rappel, la théorie de la varia-
tion postule que les caractéristiques essentielles d’un objet d’apprentissage ne peuvent pas
étre discernées a moins d’avoir été expérimentées, il est donc nécessaire de rendre possible
cette expérimentation pour que les éleves comprennent réellement un concept. Sans cette
expérience, il est inutile de rendre attentif 1’éleve a certaines propriétés d’un objet, car
elles ne peuvent étre discernées puisqu’elles ne font pas partie de 'expérience de 'objet
de I'éleve.

Par exemple, dans le cas du calcul avec les fractions rationnelles, les éleves effectuant
des simplifications abusives ne comprennent apparemment pas une caractéristique essen-
tielle des simplifications, a savoir le fait que seuls les facteurs peuvent se simplifier. On

peut donc supposer que les éleves qui simplifient une fraction de la maniere suivante :

x—1 2(x —1
o Nz —1)

2 2
ractéristique essentielle du numérateur de la deuxieme fraction, qui est d’étre un produit

ne percoivent pas la différence entre . IIs ne discernent pas une ca-
de facteurs (tandis que le numérateur du premier terme est une somme de produits). Il
nous semble qu’une des difficultés centrales de ce concept est que le facteur ne se définit
pas par lui-méme (tout polynéme peut étre un facteur) mais par sa relation avec les autres
termes de I'expression. Par exemple, dans l'expression z - (2 — 27), z et 2 — 22 sont des
facteurs tandis que dans l'expression z + 2 — 22 ils ne le sont pas.

Dans l'optique de la théorie de la variation, il est nécessaire de développer des exercices,

basés sur les différentes variations proposées par Marton (contraste, séparation, fusion,
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généralisation), pour permettre 'acquisition des caractéristiques essentielles du concept

4 A savoir :

de polynome factorisé
(i) un facteur se définit par sa relation avec les autres termes : c’est un élément consti-
tutif d’'un produit
(i) tout polynéme peut étre un facteur
(iii) un facteur irréductible est un facteur qui ne peut pas étre plus factorisé
(iv) un polynome factorisé au maximum est écrit sous la forme d’un produit de facteurs

irréductibles ; les termes identiques sont regroupés et mis a la puissance adéquate

(sauf le coefficients)
Par exemple, nous proposons l’exercice suivant :

1. Indiquer quels polynomes sont factorisés au maximum :

(a) 4z + 3 (d) 5(x +2)(z+2) (g) 2° +1
(b) 4(z —2) — 4z (e) 5(2® + 4x +4) (h) 2* —1
(c) 3(x —2) —x(x—2) (f) 5(z +2) (i) 5

2. Factoriser au maximum les polynomes si nécessaire.
3. Indiquer le nombre de facteurs dans chaque cas pour la forme factorisée

au maximum.

Cet exercice est basé sur 'observation que certains éléeves ne comprennent pas ce que l'on
entend par un polynome factorisé au maximum : ils ne savent pas quand s’arréter et ne
reconnaissent parfois méme pas un polynome déja factorisé! Notre idée serait de faire
cet exercice en commun en classe et d’ouvrir une discussion pour que les éleves puissent
verbaliser leur représentation du concept. Nous pensons que ce genre d’exercice permet a
I’éleve de s’interroger explicitement sur ce qu’est un polynome factorisé au maximum et
favorise ainsi la méta-cognition chez ’éleve

Une autre possibilité pour leur faire prendre conscience de ce qu’est une simplification
abusive pourrait étre de faire un exercice ou l'on propose deux solutions, I'une correcte
et I'autre fausse. Ici nous utilisons le contraste pour que I'éleve expérimente les regles
de calcul des fractions. Les éleves doivent choisir la réponse correcte et expliquer I'erreur

commise dans le cas erroné. Par exemple, nous proposons le type d’exercice suivant :

4. 1l nous est difficile d’imaginer un exercice qui pourrait montrer aux éleves que seuls les polynémes
de degré 1 et ceux de degré 2 avec un discriminant négatif sont irréductibles au vu de leurs connaissances
en premiere année.
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Dans cet exercice, deux réponses sont proposées : 'une est correcte, I'autre
pas. Indiquer la solution correcte en justifiant votre choix. Donner un exemple

numérique dans les deux cas.

(a) x2+2x;2_x oU x2+2x;x+2

2+ T 2+ r+1

1 12z ¢ 1 4 1 122z +» 1 3x
b) — . L . oU . L.
(b) 322 z4+4 x x+4 322 x4+4 322 x4+1

Nous pensons que ce type d’exercices favorise la métacognition chez les éleves et les oblige
a se poser les questions nécessaires a ’apprentissage du calcul fractionnaire. De plus,
le fait de devoir illustrer ’erreur par un exemple numérique permet aux éleves d’auto-
controler la justesse de leur réponse, technique qui peut étre appliquée dans d’autres cas.
En effet, il nous semble important que les éleves puissent réaliser immédiatement que leur
représentation est fausse le cas échéant.

Ce genre d’exercices testant la représentation conceptuelle des éleves, il nous semble
tres important de corriger ce genre d’exercices en classe ou de maniere individuelle de
maniere a pouvoir détecter les mauvaises représentations des éleves et les corriger.

Finalement, comme indiqué dans la sous-section 2.4, nous avons privilégié les fractions
monovariables pour éviter de compliquer la factorisation. A posteriori, nous pensons que
les fractions multivariables permettent de travailler les simplifications multiples tout en
évitant les confusions liées au fait que plusieurs expressions contiennent la méme variable.

Par exemple,
T+ xy

Y
peut étre considéré comme moins difficile a simplifier pour un éleve que des expressions

du type
x + 2? T+ x(r — 2)
x? z(r —2)

Il nous semblerait donc pertinent d’introduire plus de fractions multivariables dans nos
exercices. Nous pensons que ce genre d’exercices releve de la séparation dans la théorie

de la variation.
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5 Conclusion

A la fin de cette séquence, nous tirons la conclusion suivante : la manipulation des
fractions rationnelles est extrémement difficile pour une majorité d’éleves, et pas seulement
pour ceux qui ne maitrisent pas le concept de fraction numérique, contrairement a ce que
nous pensions avant de débuter ce travail! En effet, les notions de factorisation et, de ce
fait, de simplification sont fréquemment mal comprises par les éleves, comme le montre
notre analyse des erreurs.

L’analyse effectuée dans ce travail nous a amenées a remettre en question notre point
de vue sur cette séquence d’enseignement. Nous avons considéré cette séquence comme
technique (par opposition a conceptuelle) et nous I'avons de ce fait présentée principa-
lement comme une liste d’algorithmes de calculs a apprendre. Nous pensions que le fait
de faire beaucoup d’exercices permettrait aux éleves d’intégrer ces regles. Il s’est avéré
que l'aspect conceptuel des fractions rationnelles est nécessaire a la bonne application
des regles de calcul, en particulier le concept de facteur, central dans la technique de
simplification.

Par peur de démotiver ou de "perdre” les éleves en difficulté, nous avons tendance a
présenter les sujets de maniere tres technique, tres procédurale. De cette maniere, nous
pouvons partiellement occulter les concepts qui nous semblent difficiles, trop abstraits
(comme celui de facteur par exemple). Or, cette démarche ne tient pas compte d’un point
essentiel, a savoir qu'une compréhension minimale de ces concepts est nécessaire pour
utiliser de maniere pertinente les procédures correspondantes. Et si les meilleurs éleves
arrivent & induire ces concepts a travers la répétition d’exercices techniques (autrement
dit de comprendre ces concepts par généralisation), les éleves en difficulté ne pourront,
eux, pas le faire. En effet, la généralisation est la technique de la théorie de la variation
demandant le plus fort esprit d’abstraction. Autrement dit, cette approche technique,
censée aider les éleves en difficulté, peut dans une certaine mesure les desservir. Nous ne
pouvons pas nous étonner que les éleves appliquent les méthodes sans les comprendre,
puisque nous n’insistons pas assez sur les clés nécessaires pour comprendre ces méthodes.

Sans vouloir tomber dans ’extréme inverse, a savoir une présentation de séquence pu-
rement conceptuelle et totalement abstraite pour les éleves, il nous semble important de re-
penser notre approche des séquences telles que la factorisation et les fractions rationnelles

et de développer des exercices permettant la compréhension des concepts algébriques de
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facteur et de fraction. Nous pensons qu’a travers les techniques de contraste, de séparation
et de fusion, la théorie de la variation offre des pistes intéressantes pour le développement
d’exercices qui ne soient pas trop abstraits pour les éleves mais qui aident ceux-ci a
développer une intuition correcte de ces concepts, intuition nécessaire a 1'utilisation per-

tinente des méthodes de calcul.
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Annexes

A Analyse préalable de la séquence
A.1 Destinataires

Cette séquence s’adresse a deux classes de 1MSt (S et T) de respectivement 23 et 20

éleves.

A.2 Savoir

Nous travaillerons les connaissances suivantes :

1. les zéros d’une fonction rationnelle (polynomiale)

2. le signe d’une fonction rationnelle (polynomiale)

3. la non-définition d’une fonction rationnelle en un point
4. 'ensemble de définition d'une fonction rationnelle

et les compétences suivantes :

1. les opérations sur les fractions rationnelles :

(a) simplification
(b

(c

(d) détermination du plus petit dénominateur commun

)

) produit / division

) somme / différence

)

2. la détermination de l’ensemble de définition et des zéros d’une fonction rationnelle
(polynomiale)

3. la résolution d’(in)équations rationnelles (polynomiales)

4. I'étude de signe d’une fonction rationnelle (polynomiale)

5. esquisse du graphe d’apres le tableau de signe

Nous nous baserons sur les connaissances suivantes :

1. Calcul de fractions numériques : considéré comme mobilisable

2. Détermination du plus petit dénominateur commun de fractions numériques : considérée
comme mobilisable

3. Regles de bases du calcul numérique et littéral : considérées comme disponibles

4. Priorité des opérations : considérée comme disponible
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5. Résolution d’équations : considérée comme disponible

6. Factorisation : considérée comme mobilisable

A.3 Sens

Le niveau de mise en fonctionnement des compétences sera le suivant :

1. Simplification d’une fraction rationnelle : disponible & moyen terme (études de fonc-
tion)

2. Calculs avec les fractions rationnelles : disponible & moyen terme (études de fonction)

3. Signes d’une fonction rationnelle : disponible & moyen terme (études de fonction)

4. Ensemble de définition d’une fonction/équation rationnelle : disponible & moyen
terme (études de fonction)

5. Equation rationnelle : disponible & moyen terme (études de fonction)

6. Inéquation rationnelle : disponible a moyen terme

A.4 Outils

De maniere générale, la présentation de la théorie se fera de maniere dirigée. Un
polycopié contenant des exercices sera distribué aux éleves.

Un prétest évaluant les compétences des éleves pour le calcul fractionnaire numérique
sera effectué quelques semaines avant le début de la séquence pour identifier les lacunes
existantes. Pour tenter de combler ces lacunes, un polycopié de récapitulation (contenant
théorie, exercices et solutions) sera distribué aux éleves avant le début de la séquence, mais
le sujet ne sera pas traité en classe ce sujet étant hors programme et considéré comme
mobilisable.

Lors de la présentation des différentes opérations, des exemples numériques analogues
seront choisis d'une part pour illustrer le raisonnement et d’autre part pour permettre
des rappels utiles sur le calcul fractionnaire numérique.

Le lien entre la fonction et son graphe sera travaillé pour favoriser une meilleure
compréhension de la différence entre zéros et valeurs interdites, ainsi que pour la bonne
compréhension de la notion d’étude de signe. La représentation du graphe sera parfois de-
mandée. A d’autres moments, le tableau de signe et I’ensemble de définition sera demandé
a partir du graphe (changement de point de vue).

Des exercices permettant d’entrainer les différents difficultés / obstacles mentionnés
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ci-dessus seront développés.

Les capacités métacognitives travaillées seront les suivantes : auto-controle des opérations
(ai-je le droit de simplifier 7 ai-je besoin de mettre au méme dénominateur?,...), auto-
controle des valeurs interdites lors de résolution d’équations, auto-controle de la cohérence

du tableau de signe, comprendre la différence entre les équations et les inéquations.

A.5 Organisation : Optique S

Les 14 heures de la séquence seront partagées comme suit :

1 (ES) Objectif : Résolution d’inéquations polynomiales

Contenu du cours :

(a) (B) Exemple de résolution d’une inéquation du premier degré
xemple de résolution d'une inéquation du deuxieme degré
b) (B) E le de résolution d’une inéquation du deuxieme degré

(c) Exercices
2 (FR) Objectif : Compréhension intuitive des concepts de

(a) Fonction rationnelle
(b) Valeurs interdites
(c) Domaine de définition

Contenu du cours :

(a) (B) Théorie : Définition d’une fonction rationnelle

(b) Exercice d’introduction : dessin du graphe d’une fonction rationnelle, calculs
de valeurs autour d’une valeur interdite

(¢) (R) Correction commune de l’exercice

(d) (B) Institutionnalisation : Définition des concepts de valeurs interdites et de
domaine de définition

(e) (TN/R) Exemple de calcul de zéros / valeurs interdites / domaine de définition
/ graphe de la fonction

(f) Exercices similaires simples

(g) Exercice avec changement de point de vue (trouver les zéros et les valeurs

interdites a partir du graphe)
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3 (ES) Objectif : Tableau de signes plus complexes

Contenu du cours :
(a) (B?) Etude de signe de fonctions affines et quadratiques.
(b) Exercices : Etudes de signes depuis la fonction et depuis le graphe
4 (FR) Objectif : Factorisation et simplification d’une fraction rationnelle

Contenu du cours :

(a) (B) Exemple d’une fonction rationnelle nécessitant une factorisation
(b) (B) Exemple d’une fonction rationnelle pouvant étre simplifiée
(c) Exercices
5 (ES) Objectif : Résolution d’inéquations polynémiales
Contenu du cours :

(a) (B) Exemple d’une fonction polynomiale nécessitant une factorisation

(b) Exercices
6 (FR) Objectif : Multiplication de fractions rationnelles
Contenu du cours :
(a
(b
(c

(d) Exercices

) (TN) Exemple numérique de multiplication
) (TN) Exemple général de multiplication + simplification + étude de signe
) (TN) Exemple général de division + simplification + étude de signe
)
7 (ES) Objectif : Résolution d’inéquations rationnelles
Contenu du cours :
(a) (B) Exemples
(b) Exercices directs

(¢) Exercices avec changement de point de vue

8 (FR) Objectif : Addition de fractions rationnelles

Contenu du cours :

a) (TN) Exemple numérique d’addition

(c
(d

) (TN)

b) (TN) Exemple général d’addition
) (TN) Méthode du tableau pour trouver le plus petit dénominateur commun
) (TN)

TN) Exemple général de soustraction

5. Note sur les abbréviations : TN signifie tableau noir, R rétroprojecteur et B beamer.
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(e) Exercices

9 (ES) Objectif : Résolution d’inéquations rationnelles

Contenu du cours :
(a) Exercices directs
(b) Exercices avec changement de point de vue
10 (FR) Objectif : Mélange des opérations
Contenu du cours :
(a) Exercices
11 (FR) Objectif : Résolution d’inéquations rationnelles
Contenu du cours :
(a) (B) Exemples
(b) Exercices
12 (ES) Objectif : Etudes de fonctions rationnelles avec GeoGebra
Contenu du cours :
(a) (B) Exemples
(b) Exercices
13 / 14 Objectif : Révision
Contenu du cours :

(a) Exercices de révisions

A.6 Organisation : Optique T

L’optique T est présentée différemment de I'optique S, pour tenir compte des habi-
tudes d’enseignement de chacune. L’enseignante de la classe T n’a pas pour habitude de
présenter explicitement les objectifs de chaque cours au tableau ou au beamer, ils ne sont
donc pas présentés dans I’analyse de séquence. De plus, les cours sont faits au tableau, il

n’y a donc pas de référence au support utilisé.

1 (a) Correction-commentaires sur les exercices de fractions numériques
(b) Définition : fractions rationnelles, amplification, simplification
(c) Exercices de simplification
(d) Rappels de factorisation
2/3 (a) Correction des exercices de simplification
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4/5

(
6/7 (a
(

10

(
11 (a

12 (a)

13/14 (a)

Définition : multiplication/division de fractions rationnelles

Exercices de multiplication de fractions rationnelles

Exercices de division de fractions rationnelles

Correction des exercices de multiplication/division

Minitest : multiplication/division

Définition : addition/soustraction de fractions rationnelles

Correction des exercices de addition/soustraction.

Exercice technique : mélange de simplifications et des 4 opérations.

Rappel division polynomiale.

Approche graphique de la résolution d’une inéquation

Résolution d’inéquations a partir du graphe

Exercices

Correction Exercices graphiques

Définition : tableau de signe d’'une fonction affine ou quadratique

Exercices de signe de fonctions affines et quadratiques avec tableau

Tableau de signe de fonctions polynomiales(factorisées) de degré quelconque
Résolution d’inéquations polynomiales

Exercices : tableau de signe et résolution d’inéquations

Exercice "a l'envers” ot il faut déterminer le tableau de signe, les valeurs in-
terdites et les zéros a partir du graphe d’une fonction

Tableaux de signe de fonctions rationnelles a partir de I’expression algébrique
Valeurs interdites et zéros de la fonction : sens graphique et algébrique.
Notion d’ensemble de définition

Exercices : tableau de signe avec explicitation de ’ensemble de définition et
des zéros.

Corrections d’exercices

Exercices tableaux de signe de fonctions rationnelles, y compris fonctions sous
forme de sommes de fractions.

Exercices mélange fonctions polynomiales et rationnnelles, factorisées et non-
factorisées.

Révisions
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B Exercices : Fractions rationnelles

Pour chacun des exercices suivants, vous devez simplifier les fractions, si nécessaire, effectuer le
calcul demandé et donner la réponse sous forme de fraction réduite et factorisée.

Exercice 1

15 2 2r —6
1) > 7) o5 + dzy 13) x
2z 4 2y 9 -3z
26 2 322 — 3
i 42 — x x
2) 65 8) u 14) 5 .3
12xy — 3y e =
70 2
3) — — z° —4
) 126 9) L77y 15) C—
7x2y4 )
4) 2z + 322 ‘-9
_ L 16) —
14xy 10) b1y ) 2+ 6x+9
5a3y? 2
5) = 5% 16 — x
11) ——————— 17
1527y ) 1522 + 25z ) x+4
6) T 22— 16 22— Tr 412
32 +3 12) 22 18) T =2
(z — 4)2 22 — 8z + 15

Exercice 2
12 15 2 -1 2 —4

1) —— 9) — :
25 9 z¢+4x+4 2x+2
gy 20 .45 10) 22 45246 dx—12
135 12 22-9  8r+16
2
gy £=2. ¢ ) 22, 204
x T —2 r—1 22-1
z+1 9z 2 3
4) : 3z oz
2 3
5) L—‘lfﬂ - 2 +2x—-3 x+3
2 Qe — 4 13) :
x x 2z 2 —z
2?2 —4 -z 224 r_9
6) ' 14) T2
war ) or2 e
2 —22 -3 1 2 —9 2_1
7) 5 T 15) rx I
z°+1 (z—3) r+1 z x2 — 2
7 42 -2 2_4 2
8) T+ ] € 16) T : x .
2¢ 14z + 98 x5 x3 z2 4 22
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Exercice 3

) 1
1) E+6:
4_5_

21 14

z+1 1
2-1 22-1
—3x+6

4 ($+2)2+1

2)

3)

Exercice 4

1) 3z 2¢ + 3
(z+1)(x—2) (z+2)(z+1)

2) 20— 1 T
r(z+1)(z—2) 22(z—2)

5) x+2 +332—15 z—3
22+ 7r+10 22—-25 22—-8xr+15
r—3 T — 2 5

6) 2 T2 + 3
z»+6x+8 x*+Tx+12 2x2+5xr+6

Exercice 5
622 +2x 922 —3x+1
2713 + 1 422

x+4_$+3
r—5 b—=x

)

2)

622 + 12z 92° 4 T22?
22+ —20" 22 -9z + 20

x—a?3

xd + 223 + 22
T +96—1—5
T+ 2 2

5)

Exercice 6

Résoudre les équations suivantes.

1-— -1
r oz _0

1)

2x x

xr+1 2x+18
2) r—3 22-9 =0
) 33:—7_1

2t —6 2

37

5)

2x +1 1

2222 +1 x+1

3r+2 22-5x+4
+

xr—2 r—2
a:2—1+ T
r+1 r—1

322 —4x—1 z+3

2 —-2x+1 =x-—1

x2 —6x + 8

3 —5r2 4+ 2x+8
23 =222 22 +5x+6

r+3 234z
r—4 1

22—4 3146

23+ 322 +3x+1
2+ 5x+4

1 1 2

x2+x_:c—1+ac2—1

$—|—17 r+5 _
r—1 2242-2

2w+1 -1
r+2 x—1

2 5 —3x
x—1 z—22




Exercice 7

Résoudre les équations suivantes.

2
x + —0

1 —
) x2 -1

> —3x+2
2+ 1
—1

2)

a2 +52+6
2 -4

=0

S
22 +4x+5

0
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C Exercices : Inéquations et tableaux de signe

Exercice 1

Résoudre les inéquations suivantes a ’aide des tableaux de signe des fonctions :

1. f(z)>0

T —00 3 +00
f(zx) - 0 +
2. g(x) <0
z —o 1 8 +00
g(x) + 0 - 0 +
3. h(z) >0
T —00 g “+00
3
h(z) + 0 +
4. s(z) <0
x —00 -5 1 6 400
s(x) — 0 + 0 — 0 +
5. v(z) <0
z —0 4 +o00
v(x) + 0 +

Exercice 2

Résoudre les inéquations suivantes en faisant un tableau de signe :

I. (z=1)(z—3)>0 5 (x4 3)(x —4)(x+2)(x —5) >0
2. =2(z+5)(z—3)>0 6. 2 <0
3 %(x_2)2>0 7. x(z—4)>0

4. x—52>0
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Exercice 3

Résoudre les inéquations suivantes en faisant un tableau de signe :

1. 22 =324+2>0 5. 422 —202+25>0
2. —22+3x4+4>0 6. 22 —-22<0

3. 22 =10z +40 >0 7. 522 >0

4. 2> —8x+12>0 8. 52 —8x+4<0

Exercice 4

Donner le domaine de définition des fonctions suivantes et faire le tableau de signe des
fonctions suivantes a partir de leur graphe :

1. f(x) 3. h(x)

<

i

2. g(x)

-

—/
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Exercice 5

Résoudre les inéquations suivantes en faisant un tableau de signe. Préciser le domaine de
définition et les zéros.

xr — 2 2
1. <0 4. —— <0
r+4 3 =
_ 9\3 125
2'u>0 5.5—7220
(x +4)2 x
/
22 —6x+9 6. 150000<375
3. ——— <0 72 -
2 -4

Exercice 6

Résoudre les inéquations suivantes en factorisant et en faisant un tableau de signe. Préciser
le domaine de définition et les zéros.

1. 3(z—2)(z+4) — 6(z —2)(z +5) >0 g A2 4 oy
z+1 x-17
2?2 —x—12
— <0 z—1 z—1
2 - 9. — <0
w2z R
42_ 2
x(4x* —9) <0
10(z2 — 9)
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D Prétest

Effectuer les calculs suivants.

4-(=5) - (-2)
13- 25 —-10

14. (5— ;) : (—6)

15. (=3) - (2 - 170)

5 6 16 61
16. (1+2—2):(-——=+=—
<+6 5) ( 5 710

)
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E Test certificatif

Question 1 [5 points]

Donner lez zéros, le domaine de définition et le tableau de signe des fonctions suivantes a partir

de leur graphe.

Question 2 [10 points]

8

-

Effectuer et/ou simplifier. Donner toutes les réponses sous forme factorisée et réduite.

2 +5—33:
r—1 z—z2

Question 3 [10 points]

Résoudre les inéquations suivantes en donnant les zéros, le domaine de définition et le tableau

de signe.
(a) (x—2)(z+3)2<0
(b) 2z 45

Bz +2)(d—57) =

43

() r—2>5 22 —2r+1

e . =

3 —322+3x—1 22—10x+25
xr—2 x+2

(f) - =
x+2 x-—2

@ 20° —3zx* +42 -6 2 +2

& 1222 C612— 91
r+1 22+18

(h) - =

r—3 x2-9

(¢) 2%(x —6) +2x(x —6) +z—6 <0

40—3x>0

(d) z—21-—

X



Question Bonus [2 points]

Soit le tableau de signe suivant

f(zx) + 0 - -

(a) Donner lexpression algébrique d’une fonction f dont le signe correspond au tableau ci-
dessus
(b) Esquisser le graphe d’une fonction dont le signe correspond au tableau ci-dessus

44



F Liste des erreurs observées dans la Question 2 du

test certificatif
7

54 =
+3 _E
54 —
Jr3
-5+
1.
5+g
u_-u
16 —16

4 3 _ -
- 1
3
—5+7/3 2
T 54+7/3 0 12
54 7 7
6 3'<_11>:—5+3.16-—11(5+3)
: 7 7.
54 1 16 54116
3
7
54 — 88
: +73.<_11>: _ 3
16 352
5+ = 3
T3
g 1
44




2 +5—3x
r—1 x—22
2 5— 3z 212 5—3x—1

1. n -
z—1 z—22 zxz—-1-22 z-—22-1

2 +5—?)%_2(7{)—1-5—3313
r—1 z—22  —a(zx—1)

2 5—3r 2(x—12%)+[5—3z(x—1)

3. =
z_1'os—o2 (x —1)(x — 2?)

2 5—3z 2 5— 3z
4, + =

r—1 z—2a? M+$M
5. 2 -2 =2(1—2)=—1(z+1)

6. 2 —2°==—1(z—1)(z+1)

2 5—3z 2¢(1 —z)+5— 3z
7. + =
x—1 z(1-=x) r—14+x(z—1)

21‘3—31‘2+4$—6_ 2 +2
1222 " 622 — 9z
. (2? +2)(22—3]  a?+2
' 1222 " 3x(22—73]

N (% +2)(22—3] 3z(22—3]

(f)

1212 x2 42
(2) r—2 xT+2
& r+2 x-—2

T —2 z+2_x—2—2 T + 242
r+2 -2 x+4+2-2 x—242

(z-2)(z—-2) (@+2)(x+2) (zr—2)—2]— (z+2)+2]

1.

2. — =
x+2 x—2 (42 (—2T
5 -2 z+4+2 (z-2)—(-z-2)
Tr4+2 -2 x4+ 2
g T2 t4+2  z—dr+4— 2’ +4a+4
Tr4+2 -2 x4+ 2
5 r—2 x+2_2x2+4x+4
Trx+2 -2 x+2
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Résumé

L’étude des fractions rationnelles au gymnase est un sujet difficile pour de nombreux éleves.
Nous distinguons deux sources principales de difficultés : le concept de fraction et la factorisation.
Dans ce travail, nous proposons d’analyser les erreurs commises par les éleves lors d’une séquence
d’enseignement dans le but de proposer des améliorations possibles de la séquence a travers
différents exercices. Pour notre analyse, nous nous basons sur deux approches théoriques, a
savoir la définition du méga-concept de fraction et la théorie de la variation.

Le méga-concept de fraction peut se définir a travers 5 sous-concepts interliés, & savoir (i) la
relation partie-tout, (ii) la proportionnalité, (iii) le quotient, (iv) la mesure et (v) 1'opérateur. La
maitrise de ces cing sous-concepts est essentielle & la pleine compréhension des fractions. Or, il
a été montré qu’'un enseignement des fractions centré sur les aspects algorithmiques de calcul
ne permettait pas la compréhension de ce méga-concept. Les algorithmes de calcul apparaissent
de ce fait dénués de logique aux éleves et ceux-ci ne peuvent pas les retrouver lorsqu’ils ne
s’en souviennent pas. Nous présentons quelques idées d’exercices qui, selon nous, permettent
de travailler et de discuter avec les éleves les différents sous-concepts liés aux fractions. Nous
espérons qu’une meilleure compréhension du méga-concept de fraction permette aux éleves de
percevoir la cohérence des algorithmes de calcul correspondants.

Dans un deuxieme temps, nous nous appuyons sur la théorie de la variation pour expliquer
les difficultés des éleves a comprendre la simplification de fractions. Cette théorie, qui préconise
une approche phénoménologique de ’apprentissage, postule que nous ne pouvons pas discerner
les caractéristiques d’un objet que nous n’avons pas expérimentées nous-mémes. Par exemple,
un éleve qui n’a pas pleinement expérimenté le concept de facteur ne pourra pas distinguer un
polynome factorisé d’un autre. Nous proposons donc différents types d’exercices qui devraient
permettre a I'éleve d’expérimenter les caractéristiques essentielles des concepts de facteur et de
simplification.

Mots-clés : Didactique des mathématiques, Difficultés des éleves, Fractions rationnelles, Fac-
torisation, Méga-concept de fraction de Kieren, Théorie de la variation
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